Université de Caen

Département de Mathématiques
Année 2000/2001

DEA Algebre, Arithmétique et Algorithmique

Mémoire de DEA

Une généralisation du théoréme de Dobrowolski
pour les hypersurfaces algébriques.

Corentin Pontreau

Sous la direction de Francesco Amoroso.



Minoration de hauteurs d’hypersurfaces




Table des matiéres

1 Introduction
I Conjectures et résultats en dimension 1. . . . . . . . . ... .. ... L.

II  Conjectures et résultats en dimension supérieure. . . . . . . . . . .. .. .. ... ...

2 Hauteurs en dimension supérieure.
I Hauteurs de points et d’hypersurfaces . . . . . . .. ... ... ... ... ...
IT  TIsogémies. . . . . . . o o i e e e e
IIT  Théoréme de Zhang. . . . . . . . . . . . . i i i ittt et e e

3 Construction de la fonction auxiliaire.

4 Extrapolation.
I Lemme clef de Dobrowolski : cas de plusieurs variables. . . . .. ... ... ......
I Extrapolation. . . . . . . . . . . . e e

5 Démonstration du théoréme principal.
I Choix des paramétres et fonction auxiliaire. . . . . . . . . .. .. ... ... ......
II. Conclusion. . . . . . . 0 i it e e e e e e e e e e e e e e

6 Annexe : petits rappels de géométrie algébrique.

19

25
25
27

29
29
32

33
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Notations.

Gn, G, (Q), le groupe multiplicatif (Q*)".
k Un corps de nombres.
ky Complété de k pour la topologie induite par la valeur absolue v.
klzo,- .., TnlL Ensemble des polynémes homogénes de degré total L.
klzy,...,zn]<r Ensemble des polynémes de degré total < L.
Mg Ensemble des places de k.
Oy Anneau des entiers du corps k.
S Adhérence de Zariski de S.




Chapitre 1
Introduction

En 1933, dans un article désormais célébre, D. H. Lehmer [Le] posa la question suivante :

Etant donné un réel ¢ strictement positif, est-il possible de trouver un polynéme de la
forme f(z) = " + a12"~! + --- + a, ot les a; sont des entiers, tel que la valeur absolue

du produit des racines étant a l’exterieur du cercle unité est comprise entre 1 et 1 +¢7?

On ignore encore aujourd’hui la réponse pour € < 0, 176.}

I Conjectures et résultats en dimension 1.

Définition. Soit F € C[X], F(X) = aH';:l(X — o), on définit la mesure de Mahler de F et on
note M (F') le nombre : M(0) =0 et, si F' # 0,

d
M(F) = |a] H max{1, |o;|}.

i=1

Exemple : Pour F(z) =22 -2z —1= (z—(1-+/5)/2)(z— (1++5)/2),ona M(F) = (v/5+1)/2.
Il est facile de voir que si F' € Z[z], alors M(F) > 1. Un théoréme de Kronecker nous dit que si

de plus F est irréductible et F(x) # £z, alors

M(F) =1 <= F est un polynéme cyclotomique.

Définition. Soient o € Q et F son polynéme minimal sur Z, on appelle hauteur de Weil (loga-
rithmique) de a et on note h(a) le nombre :

_ logM(F)
MY = Q@ a

7 28 — 25 — 2% — 23 + 2+ 1 pour lequel le produit en question

1La valeur 0,176 correspond au polynéme z10 +z9 —z
vaut environ 1,17628, exemple donné par [Le].
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La question posée par Lehmer peut ainsi se traduire par les deux conjectures suivantes équivalentes
entres elles :

Conjecture 1.1 Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout polynéme non nul F € Z[z] irré-

ductible F(z) # Lz qui ne soit pas un polyndéme cyclotomique on ait
log M(F) > c.

Conjecture 1.2 Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout o € Q* de degré D sur Q qui n’est

pas racine de lunité, on ait

h(a) >

Olo

C. J. Smyth [Sm] en 1971 montre que I'on peut se réduire a 1’étude des entiers algébriques ré-
ciproques (c’est-a-dire les entiers algébriques non nuls conjugués a leur inverse). Rappelons qu’un

polynoéme est dit réciprogue si ’ensemble de ses racines est invariant par ’application z — 1/z.
Théoréme 1.1 Soit F' € Z[z] tel que F(0) # 0 et supposons F non réciproque. Alors

M(F)>60=1,3247...,

ot 0 désigne la racine réelle du polynéme x> —x — 1.

En termes de hauteurs on a :

Théoréme 1.2 Soit o un nombre algébrique de degré D non réciproque. Alors

log 6
> .
h(a) > D

Néanmoins le meilleur résultat aujourd’hui allant dans le sens de la conjecture 1.2 a été trouvé par
E. Dobrowolski en 1979 [Do] :

Théoréme 1.3 Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout oo € Q* de degré D sur Q qui n’est

pas racine de l’'unité, on ait
3
¢ (loglog3D

ha) > = —2— ) .
(a) 2 D ( log 3D
D’autres résultats plus forts, mais avec des hypothéses plus restrictives ont été trouvés. Par exemple
A. Schinzel [Sc] (1979) montre que si o appartient & un corps de nombres Kroneckerien (c’est-a-
dire soit un corps totalement réel, soit une extension quadratique complexe d’un tel corps), alors
h(a) > 1log 127‘/5

En 2000, F. Amoroso et R. Dvornicich [Am-Dv| ont montré que si a appartient & une extension

log5 .,
12 2

cyclotomique, alors h(a) > bien siir dans les deux on suppose « non racine de ’'unité et non

nul.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

IT Conjectures et résultats en dimension supérieure.

On étendra de fagon précise au chapitre suivant les définitions de hauteurs en dimensions supé-
rieures.
On peut généraliser la conjecture 1.2 ainsi, rappelons que ’on dit que n nombres ay,. .., a, sont

multiplicativement indépendants si
Yai,...a, € Z, Ha;” =1 = a;=0,Vi.

Conjecture 1.3 Pour tout n € N*, il eriste une constante réelle c(n) > 0 telle que, pour tout

a=(ay,...,a,) € Gl dont les coordonnées sont multiplicativement indépendantes, on ait :

c(n)
h(a) > 5)’

ot §(ar) désigne le plus petit des degrés des polynomes de Q[x] ayant o comme zéro et h(ax) la hauteur
(de Weil) du point projectif défini par (1,a1,...,a,) (voir chapitre suivant).

Dans cette direction, [Am-Da2] obtiennent, en adoptant la méthode de Dobrowolski :

Théoréme 1.4 Pour tout n € N*, il existe deux constantes réelles c(n) > 0 et k(n) > 0 telles que,
pour tout @ = (a1, ..., an) € G, dont les coordonnées sont multiplicativement indépendantes, on ait :

h(a) > (‘;EZ)) log(35(cr)) (™.

On s’intéressera maintenant au cas des hypersurfaces, car dans ce cas on peut définir la notion de
hauteur normalisée grace a la mesure de Mahler. Si F € C[zy,...,z,]; on définit sa mesure de Mahler
en posant M(0) =0et si F #0:

1
(2m)"

2m 2m ) )
log M(F) = / / log |[F(e',...,e")|db; ...db,.
0 0
(On montrera que cette définition coincide bien avec celle donnée en dimension 1, voir proposition 2.1).
Soit V' une hypersurface définie sur Q représentée par F € Z[x| de contenu 1 et sans facteurs
carrés. On définira la hauteur normalisée de V par

h(V) = log M(F).

La mesure de Mahler des polynémes & plusieurs variables a été étudiée par plusieurs auteurs. En
particulier, Boyd, Lawton et Smyth ont montré indépendamment (voir [Boy|, [La] et [Sm]) que la

mesure de Mahler d’un polynéme irréductible
FeZzi,...,xn], F(z1,...,20) # £xj,

est égale & 1 si et seulement si F' est un polynéme cyclotomique généralisé, c’est-a-dire un polyndéme
irréductible de la forme
X p(xk),
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ou A, p € Z" sont deux multi-indices et ¢ € Z[z] un polynéme cyclotomique (voir par exemple [Boy]).
On sait que iAz(V) = 0 si et seulement si V' n’est pas réunion de translatés de sous-groupes algé-
briques par des points de torsion de G?, (i. e. des points de (Q},,s)", Q},, étant en fait I’ensemble
des racines de I'unité). En particulier, si V est irréductible (sur Q), A(V) = 0 si et seulement si F est
un polynéme cyclotomique généralisé.
Dans ce cas précis des hypersurfaces, la conjecture suivante généralise la 1.1 en dimension supé-

rieur :

Conjecture 1.4 Pour toutn € N*, il existe une constante réelle c(n) > 0 telle que pour tout polynome
non nul F € Z[z1, ...,z irréductible F(x1,...,z,) # £x; qui ne soit pas un polynéme cyclotomique
généralisé, on ait

log M(F) > c(n).

Dans cette direction [Am-Dal]| on obtenue un résultat plus précis que le théoréme 1.4 : 'exposant
du logarithme du degré est absolu au lieu de se comporter en n’.

Soit V une sous-variété de G}, ; on note Gy le stabilisateur de V, i. e. I’ensemble

Gy ={x€eG}, : xV =V},

ou
£V = {{.x = (21&1,...,Xn&n) : XE V}.

Théoréme 1.5 Soit V' une hypersurface définie sur Q et Q-irréductible de G}, de degré D et notons
s =dim Gy. Alors, si V n’est pas une réunion de translatés de sous-groupes algébriques par des points

de torsion de G, on a
24+1/(n—s)
1 (log ((n+1)log ((n—i—l)D)))
h(V) > C’(n + 1)1+4/(n_s)(n — 8)2 142/(n—s)

(log (n+ 1)D)>

ot C est une constante absolue.

En utilisant une démonstration plus courte, nous obtenons une généralisation du théoréme 1.3 de
Dobrowolski pour les hypersurfaces, avec ici une constante absolue explicite :

Théoréme 1.6 Soit V une hypersurface définie sur Q et Q-irréductible de G}, de degré D. Alors, si
V' n’est pas une réunion de translatés de sous-groupes algébriques par des points de torsion de G,
on a

A(V) 2 5—6<M>3_

nlog(8nD)




Chapitre 2

Hauteurs en dimension supérieure.

I Hauteurs de points et d’hypersurfaces

Nous plongerons G, de fagon naturelle dans P*(Q) : (@1,...,an) = (1: a1 :...:ay).
Nous généralisons dans un premier temps la définition de hauteur de Weil définie au chapitre

précédent (on peut vérifier que les 2 coincident en dimension 1) :

Définition. Soit P = (g : 1 : ... : &) € P*(Q), soit k un corps de nombres contenant o, . . . , Zn.
On définit la hauteur de Weil (logarithmique) de P comme :

(ks - Q)
h(P) = ~——— log max{|Zo|v, |T1]v;- -+, |Zn|v},
2 @ oholes

ou k, désigne le complété de k pour la topologie induite par la valeur absolue v.

Remarque : Cette définition a bien un sens ; en effet, en utilisant la formule du produit on voit que

le membre de droite ne change pas si ’on remplace a par acx ol a € Q*.

On définit la hauteur dans GJ}, par restriction de P*(Q) a G, :

kV : Q’U
h‘(ala ety an) = Z g logmax{l, |a1|u, R |an|u}a
2. Tk Q
v k
Un résultat important est le théoréme de finitude de Northcott :
Théoréme 2.1 Pour tout nombres B, D > 0, l’ensemble
{PeP"(Q) | (P)< B et[QP):Q <D}
est fini. En particulier, pour tout corps de nombres fixé k, l’ensemble

{P e P"(k) | R(P) < B}

est fini.
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DEMONSTRATION - Choisissons des coordonnées homogénes pour P = (zg : ... : x,) telles
qu’une coordonnée soit égale & 1. Alors pour toute valeur absolue v et tout indice ¢ on a :

max{|Zo|y, .-, |Zn|,} > max{|z;|,, 1}

On obtient alors :
h(P) > h(z;) pour i =1,...,n.

De plus, il est clair que Q(P) D Q(z;). Il suffit donc de montrer que, pour tout 1 < d < D,

I’ensemble
{a € Q| h(a) <Bet [Qe):Q =d}
est fini.
Soit a € Q de degré d, posons k = Q(a). Soient ay, ..., aq les conjugués de a sur Q, et soit
d d
Fo(T) = [I(T = aj) = X (-1)"sr(a)T*"
j=1 r=0

le polynéme minimal de « sur Q. Pour toute valeur absolue v € My, on peut majorer la taille

du polynéme symétrique s, () :

E Qiy o0 O,

1<i1<...<ip<d

|sr()lw

v

IA

c(v,r,d) Lo DR |, ... a4, ], (inégalité triangulaire)

c(v,, d) max [l

A

ot ¢(v,r,d) = (%) si v est archimédienne, et 1 sinon.

On a alors :

d
max{|so(a)lv; - .-, [sa(e)|v} < (v, d) Hmax{laz'lu, 1},

oit ¢(v,d) = 2¢ si v est archimédienne, et 1 sinon. On obtient :

d
h(so(a@),...,sq4(a)) < dlog2+ th(ai).

=1

Mais les «; étant conjugués, leur hauteurs sont égales, d’ou :
h(so(a),...,sq(a)) < dlog?2 + d*h(a).
Supposons maintenant que « soit dans I’ensemble
{a € Q| h(a) < Bet [Q(a) : Q] = d}.

Nous venons de prouver que « est racine du polynéme F, € Q dont les coefficients sy, ..., sq
vérifient h(sg,...,8q) < dlog2+ d?B. Pour conclure il suffit de remarquer que P"(Q) n’a qu’un

10
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nombre fini de points de hauteur borné, en effet, si (52 : ... : #2) € P"(Q) est de hauteur bornée
par B, on a

Vi €{0,...,n}, logmax{p;,|¢|} = h(%) < h(? U Z—") < B.
(] 0 n

Il n’existe donc qu’un nombre fini de possibilités pour le polynéme F,, et a fortiori qu'un nombre
fini de possibilités pour a. Ceci termine la preuve du Théoréme. |

La proposition suivante va nous permettre de généraliser la définition de la mesure de Mahler &

des polynémes a plusieurs variables, que nous utiliserons par la suite.

Proposition 2.1 Soit F € C[z], F #0, on a :

M(F) = exp {% /02” log |F(e“)|dt}.

DEMONSTRATION - Ce résultat est une conséquence directe de la formule de Jensen, néanmoins
nous donnons ici la démonstration originale de Mahler.

Notons M D’application :

M: Cz] - R
2w
P - exp{%/ log|F(eit)|dt}
0

Le but ici est donc de montrer que pour tout polynéme F € C[z] on a M(F) = M(F).

e Remarquons tout d’abord que les deux applications vérifient

M(PQ) = M(P)M(Q) et M(a) = |a|
M(PQ)=M(P)M(Q) et M(a) =|a] V(P,Q,a) € Clz] x C[z] x C

On est ainsi ramené & démontrer le théoréme pour les polynémes de la forme = — «, c’est-a-dire :
1 27 .
Va € C, oy / log [¢" — a|dt = log (max{1,|al})
T Jo

e En posant o = re®® on obtient :

27 ) ) 1 27 )

log |e® — re®|dt = —/ log [e*=% — r|dt
27T 0
1 2n—0

=5 » log |e™ — r|du

1 2T .
= %/0 log |e*™ — r|du

On peut donc supposer a € R, ; il suffit donc de montrer :

2 Jo

1 2m .
Va € Ry, 5 /0 log |€* — r|dt = log (max{1,7}). (2.1)

11
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e On pose, pour r € R, I(r) = o f;" log |e®* — r|dt
FAIT : I(r?) = 2I(r).

1 2w .
I(r?) = %/0 log e — r2|dt

1 4 .
= —/ log |e* — r?|dt on pose t = 2s
47 02
=5 ; log [€?** — r?|ds
1 2m . 1 27 .
= —/ logle*® — r|ds + —/ logle*® + r|ds
2w 0 2w 0
= 2I(r) en posant u = s — 7 dans le second membre.
Montrons & présent (2.1) :
1) Si 7 =1 d’aprés ce qui précéde I(1) = 2I(1) donc I(1) = 0 = log (max{1,1}).
2)Sir#1,soient n € Net m =2", on a

I(r™) =mlI(r)

On obtient alors : )
|P™ — 1| < |t —r™| <™+ 1

1 1
—log|r™ -1 < I(r) < —log(r™+1)
m m

I(r) est encadrée par deux suites tendant vers 0 si 7 < 1 et logr si r > 1, donc
I(r) = log (max{1,7}). [ |

Définition. Soit F' € C[z1,...,z,]; on définit sa mesure de Mahler en posant M(0) = 0 et si
F#£0:

1 27 2w ) )
log M(F) = W/o /0 log |[F(e®,...,e")|db; ...db,.

On peut maintenant définir la hauteur normalisée d’un polynéme et d’une hypersurface.
Définition. Soit F' € k[x], on définit alors la hauteur normalisée de F' comme

W(F) = ZM % log (M, (F)),

max{| coeff(f)|,} si vt oo

ot M,(F) = { M(cF) si v]oo

Définition. Soit V une hypersurface définie par le polynéme F (F étant réduit, i. e. sans facteur

carré), on définit la hauteur normalisée de V comme

(V) = h(F).

12



CHAPITRE 2. HAUTEURS EN DIMENSION SUPERIEURE.

II Isogénies.

Soient x = (x1,...,T,) € G, et A= (A1,...,A\p) € Z™, on note :
m

Définition. On appelle isogénie de G, une application ¢ de G, dans G}}, donnée par :
g m m m

p(x) = (x,...,x*),

ou les A\; € Z™ sont des multi-indices tels que det(Aq,...,A,) #0.

Lemme 2.1 Soient k un corps de nombres, P € k[x| et V Uhypersurface d’équation P = 0.

Alors pour toute isogénie ¢ de G}, on a et pour toute place v € My, on a

De méme, pour toute place finie v € My,
M, (P(¢(x))) = M, (P).

Enfin pour tout point de torsion & € G, on a h(€.V) = h(V).

DEMONSTRATION - On pose A := (Ag,...,A,). Supposons dans un premier temps la matrice

A diagonale, on a :

1
(2m)"

27 27
log M(P(&,...,2)) = / / log |[P(e™% ..., ¢™0n)|dds - - - dB,
0 0

2 -n 2M 7 2, ) '
= %/ / 105|P(e““,...,e’“")|du1---dun
1A Jo o

= log M(P).

Supposons maintenant det(A) € {—1,+1} (i. e. A € Gl,(Z)), égalité est claire puisque A

induit une bijection de (S')" (changement de variables dans I'intégrale).

Pour le cas général, on utilise la théorie des diviseurs élémentaires : A est équivalente & une
matrice diagonale, i. e. il existe P,Q € Gl,(Z) et A € M, (Z) diagonale telles que A = PAQ, ce

qui précéde nous permet alors de conclure le premier point du lemme.

Le second point est immédiat car les coefficients des deux polynémes sont les mémes.
Montrons le dernier point. Tl existe A = (Aq,...,A,) € N tel que (¢ *)* =(1,...,1), on a

£V ={¢&xeG, | P(x)=0} ={y €G], | P(¢"y) =0}

D’aprés ce qui précede, M, (P) = M, (P(x*)) = M,(P((¢™")*x)) , pour toute v € My, donc

h(€.V) = h(V)

13
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Ce lemme montre donc 'invariance de la mesure de Mahler et de la norme de Gauss en une place
finie d’un polynéme par une isogénie de GJ;,. Nous nous intéresserons plus particuliérement au résultat

suivant :

Corollaire 2.1 Soit V une hypersurface de G}, et ¢ une isogénie de G}},. On a alors

(e (V) = h(V).

IIT Théoréme de Zhang.

Soient V' une sous variété propre de G}, et 6 un nombre réel ; on note
V(0) :={a e V(Q) | h(e) < 0}.
Introduisons la notion de minimum essentiel :
fress(V) := inf {0 | V(O) " =V},

ou (G)ZM désigne 'adhérence de Zariski de V' (6).
Minimum essentiel et hauteur sont trés liés. Plus précisément on a la relation suivante, qui est un cas
particulier du résultat montré dans [Zh1], théoréme 5.2 et [Zh2], théoréme 1.10, qui est valable pour

toute sous-variété algébrique propre géométriquement irréductible V de G}, :

h(V) . h(V)
@m(V) + D deg(v) = P V) = Geqvy

Nous montrons dans la suite la deuxiéme inégalité pour les hypersurfaces, qui seule nous servira, en

reprenant la démonstration de [Am-Dal].

Lemme 2.2 Soit F € C[z] de degré < d et soit p un nombre premier alors ! :

IT 1F@)I < piMEP.

wep.;
DEMONSTRATION - Si F' = 0, alors ’énoncé est clair (car M(0)=0). Supposons donc F # 0 et
écrivons

F(z) =a(z— a1)...(z — ay),

aveca € Cet § <d. On a alors :

)
II IF@) =laP " []I1+-+a2™
j=1

wepy
8

< pPlafP~! [ max{|ay|, 137~ = pP M(P)P~".
j=1

10On désigne par p* Pensemble des racines primitives p-iéme de 'unité.
gne par [, P p

14
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Lemme 2.3 Soientn € N, n>2,di,...,dr1 €N et F € Clz1,...,2,] non nul tel que deg, (F) <
dj (j: 1,...,n—1).

Alors, pour tous premiers p1,...,Ppn—1 ON @ 2 :

n—1 n—1

d;logp;
[0 Y logM(F(wi,...,wa1,2)) <log M(F) + > B8P
j=1

Wjeu;j j=1
ot M(F (w1, - ,wn_1,2)) désigne la mesure de Mahler du polynéme F(w1,: -+ ,wn_1,2) de Clz].

DEMONSTRATION - Supposons tout d’abord n = 2, et soit 8 € [0, 27]. D’aprés le lemme 2.2

1
p1—1

d; log p:
pr—1"~

Z log | F(w, €)| < log M(F(x1,€e%)) +

wepg,
En intégrant sur [0, 27| par rapport & 6, on en déduit

1 2w 1 .
Z log |F(w,2)| = Z log | F(w, €%)|d6

2 —1
wEM;l 0 e we'u‘;n

1 [ ; 1
—/ (logM(F(xl,eze))—i-(il()gm)dt‘)
27 Jo

1 pl
log M(F) + St E 1 ngl,
p1—1

1
p1—1

IN

IN

ce qui montre le lemme pour n = 2.

Supposons maintenant, comme hypothése de récurrence, que ce dernier est vrai pour un

certain n > 2, soient F' € C[z1,...,Znt+1] un polyndme et p1,...,p, des nombres premiers.

Soit, comme précédemment, 6 € [0, 27| ; par hypothése de récurrence on peut écrire,

n—1
1 )
H — Z log |F (w1, yWn 1, Zn,€Y)]
j=1Pi wj€np,
=1,..., n—
J = d;log p;
<log M(F(z1,...,Tn,€?)) + > S
= Pi
Soit maintenant w = (wy,...,wy) € H;L;ll Hy,- Le lemme 2.2, appliqué & la fonction
y Fwi,...,wn_1,y,€?)

avec p = py,, donne pour sa part

1
pn_]-

dy log pn,
Pn — ]-

Z log |F(wiy -+ yWn 1,wn, )| <log M(F(wy,...,wn 1,9,€?)) +

wn€My

On déduit des deux formules précédentes ’inégalité

2avec les conventions usuelles : log(0) = —oco et —00 4 ¢ = —00, —00 < ¢ pour ¢ € RU {—o0}.
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Minoration de hauteurs d’hypersurfaces

(Hpjl—l) Z log |F(wi,. .. ,wn, ")

*
wEI"pj
i=1,...,n

n—1
- i dpnlo
<(T55) 5 wsmlrononnmen) « ot

j: wEI‘;;j
J=1,.om—1

N d;lo

< logM(F($1a s Ly 619)) + Z ——
= pi—1

i0 - d;logp;

<logM|(F(z1,-..,Zn,e") +Zp7_1

j=1 #J

En intégrant cette inégalité sur [0,27] par rapport & 6, on obtient la relation voulue, ce qui

montre le lemme.

Lemme 2.4 Soient P € Clzy,...,z,] et S1 x -+ x S, CC" tel que Card(S;) > d;, pour tout i. On

pose d; =deg, P, 1 =1,...,n.
Alors P est identiquement nul.

DEMONSTRATION - On raisonne par récurrence sur n. Pour n =1 c’est clair.

Supposons donc le lemme vrai jusqu’au rang n — 1. Pour tout (aj,...,a,-1) € S1 X -+ X Sp_1,

le polynéme P(ay,...,an—1,%y) est nul sur S,, donc identiquement nul, car Card(S,) > d,,. On

peut donc appliquer ’hypothése de récurrence aux polynoémes F; ol

dn
F(zy,...,Tpn) = ZFi($1,- ey Ty 1)T,-

i=1

Donc P est identiquement nulle.

16



CHAPITRE 2. HAUTEURS EN DIMENSION SUPERIEURE.

Proposition 2.2 Soit V une hypersurface définie sur Q de G}, Q-irréductible et soit ¢ € R’ . Soit
de plus F € Z[x] irréductible définissant V. Quitte & renuméroter les variables, on peut supposer
dn, =deg, (F)>1. On a alors :

(i) Le sous-ensemble

I'= {(wla"'awn—laa) ev | WiyeeyWno1 € @:07"37 (RS @*7 h(a) < ?L(V)/d‘n'i_s}

de V(Q) est Zariski-dense dans V.

(i) de méme, le sous-ensemble

I ={(@a,. .., wn0) €V | wi,own1 € Qopsy @ €Q, h(a) < h(V)/ deg(V) +¢}

de V(Q) est Zariski-dense dans V.
En particulier on a :

V)
deg (V)

DEMONSTRATION - La proposition est facile pour n = 1. En effet, dans ce cas

fress(V) <

V= {a17"'7ad1}7

oo =04 €Qetay,...,aq sontles conjugués de a. On adeg(V) = dy = deg F, h(V) = h(a)/dy,

et V(h(a) +¢€) = {a1,...,a4,} = V. Nous supposerons donc pour la suite de la preuve que
n > 2.
Soit N un entier, N > max{di,...,d,,3}. Pour toutes racines p;-iémes de 'unité w; (1 < j <

n — 1), ot les p; sont des nombres premiers tels que N < p; <...<pp_1,0na:

[Q(wl, . ,wn_l) : Q] = (pl — ].) e (pn—l)-

De plus,

deg F(wy,...,wn—1,2) = dp.
En effet notons G(z1,-..,%, 1) le coefficient de x4~ dans F; 'l existe (wi,...,w, 1) dans
Py X v Xy, tel que G(wi,...,w, 1) = 0, on obtient en faisant agir le groupe de Galois
Gal(Q(w1,---,wn-1)/Q) sur G que ce dernier est identiquement nul sur p5 X ... Xy . Grace

au lemme précédent, on obtient une contradiction avec le fait que les degrés partiels de G sont
strictement inférieurs a p; — 1.

Fixons donc p1,...,pn—1 €t wi,...,w,_1 comme ci-dessus et notons
P,(z) := F(w1,...,wn-1,).

Soit ensuite v une place de Q, et notons v, ..., v, ses extensions & L = Q(w1,...,wnp_1)-

e Si v|oo, on a

T Luj :Quj n—1 B r
Z W log Ml/j (Pw) = ( H (p]' - 1) ) Z[L”j : Qyj]log MVJ- (Pw)

j=1 j=1

_ (’E(p,. I D SR AT}

* *
wE[Lpl X Xpp

j=1

17



Minoration de hauteurs d’hypersurfaces

par le lemme 2.3, on obtient :

T . n—1 . )
3 % log My, (P) < log M, (F) + 3 410823

j=1
< log M, (F) + dne,
(ici My (F) = M(F) car v est une place de Q et v|c0).
e Si v { 0o, I'inégalité ultramétrique nous assure que M, (P,) < M, (F) pour tout j, en effet, il

suffit de remarquer que si w est une racine de l'unité et R € Q[z], R(z) = EZZI arpz®, on a

d
|R(w)|l’j = |Zakwk|vj < max |a’k|1/j = |R|Vj
1 k=1,...,d

d’ou
- []LVj :QVJ'] < (Lo, Qu])
—2—2-logM,.(P,) < z 2= 1 log M, (P,) = log M, (P,).
2. L 5 (P) 2 LQ (P) (P)
]_ J_
On a donc
Y h(@)=h(P)
a| P, (a)=0
et . .
h(Ps) _ h(V)
min  h(a) < < +e
a| P, (a)=0 (o) dyp dn
Considérons maintenant la réunion 2y des ensembles p, X...Xp,  avecpi,...,pnp—1 premiers

tels que N < p;--+ < pnp_1. On pose

/. . 1

= {(w,a) eEV:iweQyet ha) < ﬂ|PIjl(1[£‘1)=0h(ﬁ)}’
cet ensemble est Zariski-dense dans V. Remarquons tout d’abord que Q2 est Zariski-dense dans
G? 1. En effet dans le cas contraire il est contenu dans une hypersurface algebrique W définie
par un certain polynéme Q € Q[x], avec deg,. Q@ = d;. Pour N < p; <--- <pp 1 avec p; > §;
pour tout 7, @ est nul sur p, X ...x py , par définition de (2, le lemme 2.4 nous dit que Q
est nécessairement identiquement nul, d’ott une contradiction. Ceci étant, on en déduit que I"
est Zariski-dense dans V' ; le point (i) de la proposition est donc démontré.

Pour montrer que (i) entraine (ii), on considére Phypersurface V définie par le polynome

F(z1,...,2n) = F(21Zn, ..., Tn_1Zn, Tn),

et on remarque que deg, (V) = deg(V') (ou le degré partiel d'une hypersurface est par exemple
défini comme étant celui d’une de ses équations réduites), que A(V) = h(V) (cf lemme 2.1) et
enfin que (T') = I ou @ est I’ isogénie de G}, induite par le changement de variables ci-dessus.
Les derniéres assertions sont des conséquences directes des points (i) et (ii). La proposition est

maintenant entiérement établie. [ |
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Chapitre 3
Construction de la fonction auxilhiaire.

Soit X = (Zy,) est une matrice M x N A coefficients dans un corps de nombres k avec rang(X) =
M < N.siJ C{l,...,N} est un sous-ensemble avec |J| = M éléments, on écrit

X;=(Tmn), m=1,...,.M, nelJ
On pose d = [k : Q]. Pour chaque place v de k on définie la hauteur locale H,(X) comme suit
(voir [Bo-Va] p. 15) :
dy
(i) H,(X) = max s |det X [,* siv foo

dy
(i) H,(X)= (E|J|:M|detXJ|3) * i v]oo
En faisant le produit sur ’ensemble des places on obtient une hauteur globale :

HX)= ][] H.(X)

VEMy

Ou l'on a repris les notations de [Bo-Va|, avec deux petites différences néanmoins :
e Les auteurs normalisent les valeurs absolues : notre |z|, correspond a leur ||z]|,.
o IIs ne considére pas de hauteurs logarithmiques : notre h(x) correspond & leur log h(x).

Notations
Pour p, A € N”, on pose :

() -11(%)

J



Minoration de hauteurs d’hypersurfaces

Lemme 3.1 Soient a € (Q")* et N := (L:") = dimg(Q[z1,...,Zn]<r). On considére la matrice

(7 Z*I) X N définte par
(( ) _)‘>
A

ot les lignes (respectivement les colonnes) sont indexées par les multi-indices A € N™ vérifiant |A| <
T — 1 (respectivement par les multi-indices pp € N™ vérifiant |pu| < L).
Si lon identifie Q[z1,...,zn]<r ¢ QN de fagon standard, alors : l’ensemble des polynémes de degré

nul en a a un ordre > T est determiné par
{XEQN | Ax:(]}.

DEMONSTRATION - Soit P un polyndéme de degré au plus L nul en a & un ordre > T'. 1l s’agit
ici en fait de traduire en termes matriciels le fait que g‘Tf(a) = 0 pour tout |[A| < T —1. On
pose

P(x) = Z aupxt.

|n|<L

On a alors :

O P . w! p—A
0= sy () = Z aui(ﬂ — )\)!a .
|n|<L

D’o1, en divisant par A! :
©n -2
0= p=a,
5 0,()o
|u|<L

Les polynomes recherchés sont donc les solutions du systéme :

A X (ap) <L =0

Soient V' une hypersurface algébrique propre de G, C P" définie sur Q et Q-irréductible, et (P)
son idéal de définition dans ’anneau Q[zg,...,z,] out V est determinée par le polyndme irréductible
(dans Z) P € Z[zy,...,z,] homogéne de degré D.

Soient ensuite L et T deux entiers strictement positifs ; remarquons que (PT) est I’idéal homogéne
engendré par les polynoémes nuls & l'ordre 7" sur V. On note

. . L+n
N := dimg(Qlo, -, 2alz, U {0}) = dimg(Qlzs, .., 2nl<r) = ( N )
On pose 7(r 1, := dimg ((Q[wo, ceyTplL U {0})/ET,L>, ou Er 1, désigne le sous-Q-espace vectoriel de
Qlzo,- -, 2z, U {0} engendré par les polynomes homogénes de degré L nuls a l'ordre T sur V' (. e.
multiples de PT). On a :

r = dimQ(Q[:L'o, ey :L'n]L @] {0}) — dimQ ET,L

N <L—DT+n>‘
n
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CHAPITRE 3. CONSTRUCTION DE LA FONCTION AUXILIAIRE.

Théoréme 3.1 Avec les notations précédentes, supposons r < N, c’est-a-dire L > DT. Il existe une

base (F1,...,Fn_r) du Q-espace vectoriel Er 1, telle que

N-—r
A(F;) < r{(T+n)log(L +1) + Ljics(V) Big},

Jj=1

ou h(F;) désigne la hauteur de Weil du point projectif défini par les coefficients de Fj.

De plus, on peut supposer que les polyndmes F; sont de contenu 1.

DEMONSTRATION - Fixons un nombre réel 6 > [iess(V) et considérons, pour d € N* ’ensemble
Sa={ne V(@) |ha)<bet [Qa):Q <d}.

D’aprés le théoréme 2.1, celui-ci est fini, de plus, il est stable sous I'action de Gal(Q/Q); en
effet, V étant définie sur Q, pour tout o € Gal(Q/Q) et tout @ € V, on a o(a) € V.

On voit que S; C Sj si 1 <4 < j; de plus, par définition du minimum essentiel, S := |J e Sa
est Zariski-dense dans V.

Considérons maintenant le Q-espace vectoriel de dimension finie A4 engendré par les polynomes
de Q[zo,...,Zy|r nuls sur Sy & un ordre > T, on a

Ai1D-- DA D---DEp;

et E7 1 étant de dimension finie, il existe dyg € N tel que Ag = Ag, pour d > dy. Les polynomes
de A4, (que nous noterons désormais .A) sont alors nuls sur S & un ordre > T donc sur V. En
effet, pour tout A € N* vérifiant |A\| < T — 1, le polynome ‘?;Tf est nul sur S, donc sur sur

adhérence de Zariski : V. On en déduit I’égalité
A=ErrL.

Pour terminer la démonstration du théoréme 3.1 on utilise le lemme 3.1.
Dans la suite on considére A comme le sous-espace vectoriel de Q[z1,...,,|<z des polyndmes
nuls sur V' & un ordre > T (il suffit de déshomogénéiser en posant zo = 1).

On considére la matrice |Sd0|.(T+”_l) X (L:”) définie par

(@)

oil les lignes (respectivement les colonnes) sont indexées par les couples (a, A), ot @ € Sy, ! et
A € N" est un multi-indice tel que |A| < T — 1 (respectivement par le multi-indice p € N tel

que || < L).

L+n

Soit B une sous-matrice de A de rang maximal (B est une matrice r x ("

) de rang 7). Si'on
identifie Q[z1,...,%n]<r 2 Q" de fagon standard, on a donc

AZ{XEQN|Ax:0}:{x€QN|Bx:0}.

11’ordre choisit dans S4, n’a pas d’importance
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Minoration de hauteurs d’hypersurfaces

Soit Y une matrice N x (N —r) a coefficients dans Q tel que A = Im Y. Le théoréme 8 de [Bo-Va]

appliqué & Y montre alors qu’il existe N — r vecteurs linéairement indépendants uy,...,un_,
de QV-T, tels que, si ’'on pose F; =Yu,;, pouri=1,...,N —r, on ait
N-—r
h(F;) <log H(A) =log H(Y),
j=1

ot H(A) est la hauteur (non logarithmique) du sous-espace A (voir [St-Va] p. 499). Remarquons
que (Fy,...,Fy_,) forme une une base de .A.

Par le principe de dualité, (voir [St-Va] p. 500, (2.2)), la hauteur de A est égale & la hauteur
de la matrice B (i. e. & la hauteur du sous-espace engendré par les lignes de B). En majorant
H(B) par le produit des hauteurs de ses lignes (inégalité de Hadamard, voir [Bo-Va|, équation
(2.6)), on obtient :

H(B) < max{a € Sy, | A>T —1; H(b(a:A))}T
log H(B) < rlogmax {a € Syp, A>T —1; H(b(a’)‘))}

b = (b ) < = ((i) aﬂk)
|p|<L

Soit (e, A) réalisant ce maximum, on a :

oul 'on a noté

les lignes de B.

IN

M=
—
> E
N
—
F
N

ot l'on a utilisé Zi’:l (%) = (i_ﬁ) < (L+1)ML

En utilisant cette inégalité on trouve, pour toute place archimédienne v € My, ou k désigne la
clotiire galoisienne de Q(ex), [k: Q] =d

@
m|<

H,,(b(a)‘))‘j = ( Z |b§f‘”‘)|i> <(L+ 1)(T+")d~v max {1, o1y, .. -, |an|,,}Ld".
|u|<L
Pour v ultramétrique, on obtient :
H,,(b(a’)‘))‘i = max |b£L°")‘)|§v < max {1, le |y - - - |an|,,}Ld".

|n|<L
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CHAPITRE 3. CONSTRUCTION DE LA FONCTION AUXILIAIRE.

En faisant le produit sur toutes les places on obtient :

H(b(a,A))J < (L + 1)(T+n) 2o J,,H(a)LJ
dlog (H(b®™)) < d(T +n)log(L + 1) + dLh(«)
log (H (b)) < (T +n)log(L + 1) + L6.

On obtient alors :
log H(B) < r{(T +n)log(L+1) + Le}.

On a donc montré que, pour tout 6 > fiess(V), il existe une base (Fi,...,Fn_,) (formée de
polynémes que l'on peut supposer de contenu 1) du Q-espace vectoriel Er 1, telle que

N-—r
S h(E <r{ T+ n)log(L +1) +L9}
Jj=1
On remarque pour finir que ’ensemble des polynémes de Q[zy,...,z,]|r de contenu 1 et de

hauteur bornée est fini (par le théoréme 2.1 en identifiant cet ensemble & PV (Q); on peut donc
faire tendre 6 vers fiess(V'). La preuve du théoréme 3.1 est maintenant compléte. [ |
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Chapitre 4

Extrapolation.

I Lemme clef de Dobrowolski : cas de plusieurs variables.

Notre résultat principal est une généralisation du théoréme de Dobrowolski; nous sommes ainsi
ammené 3 utiliser son lemme clef dans le cadre plus large de polynémes & n variables.

Théoréme 4.1 Soit F € Z]xy,...,z,] de degré < L et nul en a € G (Q) & un ordre > T. Pour

tout nombre premier p € Z et pour tout v € My, divisant p, on a la majoration
|F(ap)| < p_T max{la |a1|va [N} |an|u}pL7
ot l'on a noté a? = (af,...,ak). et k = Q(a1,...,an).

DEMONSTRATION - La démonstration originale de ce théoréme utilise des arguments d’algébre
commutative (voir [Am-Da2]) ; nous donnons ici une preuve plus récente, trouvée par [Za].
Soit v € My, divisant p, supposons dans un premier temps que sy, ..., &, soient dans Of. On
plonge k dans une extension de Q, suivant la valuation v. Soit B la cloture intégrale de Z, dans
k. D’aprés [Se, Prop. 12, p. 66], il existe un élément monogéne v pour B. En particulier on a
o € B = Zy[7y] pour tout 7 :

a; = a;i(7), ai € Lylxl,

de plus on pose
ﬂi = ai('yp) € B.

Par le petit théoréme de Fermat on aura en particulier :

af = fB; +pd;, 0; € B. (4.1)
Enfin on note
S B A
Fy, (@1, 2pn) = (H F(ﬁ) )F(ml,...,zn) €Z[z1,...,Tp]
j=1 J* J

On va maintenant utiliser le lemme suivant :
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Lemme 4.1 Sous les hypothéses précédentes, on a :
F(B1,...,Bn) =0 (mod p” B).

DEMONSTRATION - Soit I'(z) € Z,[z] le polyndme minimal de « sur Q, et soit U la plus
grande puissance de T' divisant G(z) = F(a1(z),...,an(z)) (si G(z) = 0, c’est terminé).
Alors la dérivée G(U)(z) n’est pas divisible par T'(z). En particulier, il existe un n-uplet
(A1,--,An) € N* avec Y- A; < U tel que Fy,, . x,(ai(),...,an(z)) ne soit pas divisible
par T'(z), le polynéme G(V)(z) appartenant & I’idéal engendré par

{FAI,___7An(a1(z),...,an(w)) | < U}.

En posant z = 7 on obtient Fy,, _x,(@1,...,a,) # 0, d’00 A1 +...+ Ay > T et donc
U>T.
1l vient ensuite que I'T'(z) € Z,[z] divise F(a1(z),...,an(z)) € Z,[z]; on peut donc écrire :

F(ai(x),...,an(z)) = Q@)TT(z), Q € Z,z].
En posant x = 4P dans cette équation et en tenant compte du fait que
I'(y*) = (T'(v))” =0 (mod pB),

on a le résultat voulu. [ |

Si on applique le lemme avec F),,. », ala place de F et T — A; —... — A, & la place de T pour
un n-uplet quelconque (A1,...,A,) vérifiant Y A; < T on obtient :

Py (Biy-.oyB2) =0 (mod p" ~M="An B). (4.2)

Enfin, en utilisant (4.1) et la formule de Taylor :

F(af,...,ab)= > phtetresd L nFa (B Br)-
ALy An >0
On remarque que p)‘l"‘""“)‘"&f‘l,. .. ,57){"F>\1,...,>\n (B1---,Bn) est divisible par p” dans B pour
tout (A1,...,An) € N*; en effet si Y A\; > T, c’est évident, et dans le cas contraire, il suffit
d’utiliser (4.2). Le théoréme est donc démontré sous I’hypothése que a4, .. ., a, soient des entiers
algébriques.
Dans le cas géneral, on se raméne au cas précédent en utilisant le lemme suivant qui est un

corollaire du théoréme d’approximation forte :

Lemme 4.2 Soient k un corps de nombres, aq,...,a, des éléments de k et v une place finie

de k. Il existe alors un élément 5 € Oy tel que

IBa17""ﬂan € Ok
et

18], = max{1,|ai|y,--.,|an|,} L.
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CHAPITRE 4. EXTRAPOLATION.

DEMONSTRATION - Fixons une place archimédienne quelconque v, et notons ¥ I’ensemble
fini :
Y= {v € My, vt oo et max{l,|a1|v,---,|an]o} > 1} U {v}

Pour toute place v € ¥, notons aussi 0, ! celui des éléments aq,...,a, (vus comme des
éléments du complété k, de k en v) de valeur absolue maximale en v (si v = v et si
maxi>;>n{|ai|s} < 1, on posera 0, = 1). D’aprés le théoréme de [Ca-Fr|, chapitre II, §15,
page 67, il existe un élément 8 € k tel que

|8 — 0yly < max{l,|ai|v,-..,|an]s}~t, pour toutve X,
1Blo < 1, sivég XU {v}
Sachant que |0, |, = max{l,|a1|y,.-.,|an|,} ! pour tout v € ¥ et en utilisant I’inégalité

ultramétrique, on en déduit :

|Blo = max{1, |ai|,,.-.,|a|,} ", pour tout v € X,
|IB|'U Slv Si’U¢EU{’UO}.

En particulier, pour toute place finie v de k on a |8], < 1 (et donc 8 € O) ; de méme, pour
tout i, 1 <1i <mn, |Ba;ly <|Blo max{l,|a1]s,.-.,|an|,} <1 (et donc Ba; € Ok). Enfin, on
a bien |3|, = max{l, |a1|,,...,|an|,} ! (car v € ). Le lemme est donc établi. [ |

Terminons & présent la démonstration du théoréme. Fixons un tel 3 ; le polynome

T x
G(zoy-..,%n) :wéF(—,...,—") € Z[zo, .- ., Tn)
) )
est nul & un ordre > T en (B, Bay,...,LBay) € (’)Z‘H, et donc

|G(B7, P, ..., BPab)], <p~ T
par la premiére partie de la preuve. D’autre part,

G(87, 87, ..., BPab) | = |BIE|F (aP)],

= |F(a”)], max{1, |oay, ..., lanl,} 77"

Le théoréme est donc maintenant complétement démontré. |

II Extrapolation.

Lemme 4.3 Soit V une sous-variété propre de G}, C P", définie sur Q et Q-irréductible, et soit F

un élément de Z[z1,...,2y,], de degré < L, de contenu 1, nul sur V & un ordre > T. Soit aussi p un

nombre premier tel que

—Tlogp + h(F) + nlog(L + 1) + pLjiess(V) < 0.

Alors, F est identiquement nul sur [p]V.
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DEMONSTRATION - Soit hg un nombre réel, hg > fiess(V) et tel que

—Tlogp+ h(F) +nlog(L+ 1)+ pLhy < 0.

Il suffit de montrer que pour tout o € V(Q) de hauteur h(a) < hg on a F(aP) = 0.
Soit donc a € V(Q) de hauteur h(a) < hg, notons L la cléture galoisienne de Q(ct), et supposons
F(aP) # 0. Soit v une place de L, F' étant de la forme
F(z1,...,2,) = Z ax z3'...z)\n
[AI<L
d’ou
F(aP) = Z ax 041'1»‘1 o aPn
AL
on obtient :

e si v est archimédienne (rappelons que |F|, est le maximum des coefficients de F' pour v)
|F(a®)|, < (L4 1)*|F|, max{1,|a1|y, ..., |on|, }P*
® si v € M est non-archimédienne,
|F(a?)|, <max{l,|ai|,,..., |on], }PE.
De plus, si v|p, le théoréme 4.1 montre que
|F(e®)|, < p~Tmax{1,|aily,...,|an|, }PL.
Comme F(aP) # 0, on a par la formule du produit,
H |F(a?)| v @1/ —
veEM;,

Le polynome F étant a coefficients dans Z et de contenu 1, sa hauteur (qui est, rappelons le, la
hauteur de Weil du point projectif défini par ses coefficients) vérifie

h(F) = log max{| coeff F|} = log|F|, si v|oo.

En passant au log, et en utilisant les trois majorations obtenues ci-dessus, oit 'on note d,, := [L,, : Q,],
d:=[L:Q et log"(|a|,) := log(max{1, |ai|v,- -, |an|.}),

dy
0 = Z Flog|F(a”)|,,
vEML

dy
Z "l (nlog(L +1) +log|F|, +leog+(|a|,,))

vEM,

v|oo

+ Y Ypriogt(lal) + Y % (pLiog" (al.) - Tlogp)

veMi, veM,
vtoo vip e 4 4
(nlog(L +1)+ h(F)) Z EV +pL Z gy logt(|al,) — Tlogp Z gy
vEMY, vEML veEM,

v|oo v|p
—Tlogp + h(F) + nlog(L + 1) + pLh(cx)
—Tlogp + h(F) 4+ nlog(L + 1) + pLhy,

IN

IN

IA A

ce qui contredit ’hypothése sur hg donc F(aP) = 0. Le lemme 4.3 est ainsi établi. [ |
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Chapitre 5
Démonstration du théoréme principal.

Le but de ce mémoire est, rappelons le, de montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que,
pour toute hypersurface Q-irréductible V' de G]., de degré D qui n’est pas réunion de translatés de
sous-groupes algébriques par des points de torsion de GJ;, on ait :

. 1 (log (nlog(8nD))\*
02 5 (aieonny )

Supposons 'inégalité fausse pour C = C§ = 5°. En utilisant la proposition 2.2 (théoréme de

Zhang) : fiess(V) < Sh(V), on a:

fless(V) < (5.1)

1 [log (n log(8nD)) 3
C8D ( nlog(8nD) ) ’
(Pour une certaine hypersurface V' de degré D définie sur Q et Q-irréductible.)
On choisit ici dans un premier temps des paramétres T, L, et N afin de pouvoir utiliser les résultats
précédents.

On supposera jusqu’a la fin que n > 2, le cas n = 1 ayant été montré par [Vo]. En particulier on
aura log (nlog8nD) > 1,7.

I Choix des paramétres et fonction auxiliaire.

nlog(8nD)
T=|Co—F—Fm——— Co=5
®log (nlog(8nD)) (Co=5)
L = DT?
2
N = x (nlog(8nD))
log (nlog(8nD))

Notons que T > [Cp - €] =12, L > 144 et N > Cj - (2log 16)%/log(2log 16) > 2800.

Lemme 5.1 On a les inégalités suivantes :
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(i) T—1>2n
(i) log(L + 1) < 2,5 x log(8nD),
(#3) Tlog(N/2) > 1,99Cynlog(8nD)

DEMONSTRATION - (i) On a

log 8n.D B
logn + loglog 8nD

1 2
>n|Co——— — —
_n(ol—i—e—1 n)

> 2n.

T—-1>nCy

Dans les points suivants on utilisera la majoration

. (5.2)

1 —1 1
Va,z € [1,+00], ogT T 08a o 2
T ae
(7)) On a
logL log D + 2log Cy + 2logn + 2loglog(8nD)
log(8nD) — log(8nD)
< 2log(8nD) — 21og 8 + 2log Cy + 21og log(8nD)
- log(8nD)
<oq 2log log(8n.D) — log(8/Cy)
log(8nD)

donc, d’aprés (5.2), logl?é%D) <24 % < 2,46, ainsi, comme
2,5log(8nD).

(7¢) On a

L > 144, on a log(L + 1) <

(T + 1) log(N/2) > nCylog(8nD) (2 +

log(C3/2) — loglog (nlog(8nD))
log (nlog(8nD))

Si log (nlog(8n.D)) > 12 nous avons T’ > [Coe'?/12] > 10 or, d’apres (5.2) :

(T +1)log(N/2) > 1,995Cyn log(8nD)

d’ou le résultat.

Enfin, de fagon générale T > [Cy - €] = 13 ainsi, si log (nlog(8nD)) < 12 < C}/2, nous avons

I 4/2) —log 12 T+1
(T"+1)log(N/2) > (2 + og(C0/1)2 o8 ) > 2,2Cynlog(8nD) > %2C0nlog(8nD)
d’ou le résultat. [ ]
Lemme 5.2 Sous l’hypothése 5.1, il existe un polynéme non nul F € Z[z1,...,x,| de degré < L qui

s’annule sur [p|V pour tout premier p € [N/2, N].
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CHAPITRE 5. DEMONSTRATION DU THEOREME PRINCIPAL.

DEMONSTRATION - Appliquons le théoréme 3.1 & V'; ce dernier montre qu’il existe un polynéme
non nul F € Z[z1,...,2y,], de contenu 1 et de degré < L, qui est nul sur V' a un ordre > T et
tel que
B(F) < k{ (T + n)log(L +1) + Litess(V)},
™ (4 = (-2
n - n
k== (L—DT+n7)l

n
Soit p un nombre premier vérifiant N/2 < p < N et notons

e = -Tlogp+ h(F) + nlog(L + 1) +pLﬂess(V)
—T1og(N/2) + (k(T +n) + n)log(L + 1) + (N + k) Litess(V).

IN

Le lemme 4.3 nous assure que ce lemme est vrai si € < 0; il suffit donc de montrer que notre

choix de paramétres assure cette condition. Majorons dans un premier temps & :

L =m _(E4nt  (L-DT)
T (DT T T Ll * (L—-DT +n)!
L+ L n 1 n
S | 2 Y C1i=(14-—"") -1
iZlL—DT—i—i 7(L—DT) (+T—1)
Le point (i) du lemme 5.1 donne :
pe (14 ) 1< (14 ) —1<eboa
= T-1 = 2nCy =T

par l'inégalité des accroissements finis on en déduit une deuxiéme majoration :

n n—1 n
1< (1410 _h (b} < nes
T—1 - T T—1) - T°

1
E<(1+—
_<+T—1 S T-1

En particulier k(T +n) + n < 2ne=.

On a ainsi (car 100k < N)
£ < —Tlog N/2 + 2ne? log(L + 1) 4 1,01N Ljiess(V),

Majorons N Ljiess(V') en utilisant 'inéquation (5.1) :
log(8nD))? log(8nD
log (nlog(8nD)) log (nlog(8nD
< nlog(8nD)
En reportant ceci et les estimations du lemme 5.1 dans l’inégalité précédente, on obtient :

) ) - co;D <logn($<gs(:g?))>3

¢ < nlog(8nD) ( ~1,99C, + 5e? + 1,01) <0,

d’otu le lemme.
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IT Conclusion.

e Notons I' 'ensemble des nombres premiers dans [N/2, N]. Sous I’hypothése (5.1), d’aprés le
lemme 5.2, il existe un polynéme non nul F € Z[zy,...,2,] de degré < L qui s’annule sur [p]V pour
tout premier p € T', autrement dit on a l’inclusion :

(Uwpv) c {F=o}.
peT
Les deux variétés étant de méme dimension (n — 1) il vient :
deg ( U [p]V) < L.
pel

Pour arriver a contredire I’hypothése 5.1 et montrer ainsi le théoréme, nous allons montrer 1’in-
égalité inverse. Nous allons voir que pour & «peu prés» tous les nombres premiers p, le degré de
[p]V se comporte bien. Plus précisément si W1,..., W désignent les composantes géométriquement
irréductible de V posons

E(WV):={leZ3i,j|i<j[lJ(W;)=[IW;)}U{l € Z,Ti | deg([]W;) < deg(W;)}.
Comme V n’est pas de torsion, la proposition 2.4 de [Am-Da2] nous donne :
deg (J V) > (/- [B(V))D

pel
n

log 2
e Nous aurons besoin d’un encadrement précis de 7(N), nous utilisons pour cela le théoréme 1 de
[Ro-Sc] :

> (W(N) —n(N/2) — " log D)D

T n 3z (2) > T n T
s
logz  2(logz)? — logz = 2(log x)?
Si on note cny :=log(IN/2)/log(IN) on obtient :
N n N _ N + 3N
log N = 2(log N)?2 2cylog N 4(cnlog N)?

N 1 1 ( 3 1) 1
log N 2cn 4c%  2/log N

ainsi, comme n > 2800 nous avons m(N) — m(N/2) > 0,4 car N > 2800.

pour z > 59

m(N)—m(N/2) >

e Nous pouvons maintenant conclure, nous avons

2
N Cs nlog(8nD)
log N = 2 +4log Cy \ log (nlog(8nD))

ae(Unv) > (f - ") p

pEA
2
0,4C? 1 nlog(8nD)
> - 5 | D{Co
2+4logCy (log2)Cy log (nlog(8nD))

> L ]

ainsi
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Chapitre 6

Annexe : petits rappels de géométrie

algébrique.

Soient I C k[z1,...,z,] et V C k™, on note

Z(I) = {a € k™| P(a) = 0,YP € 1}

Iy = {Pek[:cl,...,xn] | P(a) = 0,Va eV}

Définition. Une variété algébrique affine V est un ensemble de la forme V = Z(I), o I est un
idéal de k[x]. On dit que V est définie sur k si son idéal Iy peut étre engendré par des polynémes de
k[x].

Définition. Soit V une variété algébrique (affine) définie sur k. On dit que V est k-irréductible si
elle ne peut s’écrire comme union de deux sous-variétés propres définies sur k, ce qui revient & dire
que Iy est premier.

On dit que V est géométriquement irréductible si elle est Q-irréductible.

Exemple : le polynéme z* — 5y? définit une hypersurface de G2 , irréductible sur Q, mais sur

Q(V/5) on a Z(z* — 5y?) = Z(z? — v/5y) U Z(z? — v/5y). "

On ne s’intéressera principalement dans la suite qu’aux hypersurfaces algébriques, qui sont plus

faciles & manipuler :

Définition. On appelle hypersurface algébrique (définie sur k) une variété algébrique définie par
les zéros d’un polynéme de k[x|; i. e. il existe F € k[x] tel que V = Z((F)) (Iv est principal).

Remarques :

e Une hypersurface V est irréductible sur k si et seulement s’il existe F' € k[x] irréductible sur &k
représentant V.

e Le degré de V est le plus petit des degrés des polynoémes représentant V.
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