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Exercice I

Pour P (X) =
∑k

i=0 aix
i ∈ R[x], on pose ‖P‖ =

∑k
i=0 |ai|. On rappelle que ‖ · ‖ est une norme sur R[x].

1. Montrer que (R[x], ‖ · ‖) n’est pas un espace de Banach.

2. Montrer que si (Pn)n≥0 est une suite de Cauchy de R[x] qui ne converge pas, alors

lim
n→+∞

deg(Pn) = +∞.

Exercice II

Soit E le R-espace vectoriel des fonctions lipschitziennes de [0, 1] dans R. Pour tout f dans E, on pose

‖f‖ = sup
x∈[0,1]

|f(x)|+ sup
x 6=y

∣∣∣∣f(x)− f(y)
x− y

∣∣∣∣ .
1. Montrer que ‖ · ‖ est une norme sur E.

2. Soit (fn)n≥0 une suite de Cauchy de E. Montrer que la suite (fn)n≥0 converge uniformément sur
[0, 1] vers une fonction continue f : [0, 1]→ R.

3. Montrer que (E, ‖ · ‖) est un espace de Banach.

Exercice III

Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1], à valeurs réelles. On munit E de la norme de
la convergence uniforme et R de la valeur absolue usuelle.

1. L’application φ : E → R par φ(f) = f
(

1
2

)
est-elle continue ?

2. Soit T une forme linéaire sur E vérifiant, pour tout f dans E :(
∀x ∈ [0, 1], f(x) ≥ 0

)
⇒ T (f) ≥ 0.

Montrer que T est continue (considérer les applications g : x 7→ ‖f‖−f(x) et h : x 7→ ‖f‖+f(x)).

Exercice IV

Calculer la norme des applications linéaires suivantes :

1. f1 : (R2, ‖ · ‖∞)→ (R, | · |), (x, y) 7→ 2x+ 3y.

2. f2 : (R3, ‖ · ‖1)→ (R, | · |), (x, y, z) 7→ πx+ y − πz.

3. f3 : (R3, ‖ · ‖1)→ (R2, ‖ · ‖∞), (x, y, z) 7→ (x+ y, y + z).

4. f4 : (R2, ‖ · ‖∞)→ (R2, ‖ · ‖1), (x, y) 7→ (x+ y, x− y).
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Exercice V

On munit C0([−1, 1],R) de la norme infinie. Calculer les normes des formes linéaires sur C0([−1, 1],R)
suivantes :

1. f 7→
∫ 1

0
f(x)dx ;

2. f 7→
∫ 1

−1
signe(x)f(x)dx ;

3. f 7→ f(a)+f(−a)−2f(0)
a2 , où a ∈]0, 1] est une constante ;

4. f 7→
∑∞

n=1
(−1)n

n2 f
(

1
n

)
Exercice VI

Soit A une partie non vide de R. On considère sur R[x] l’application ‖ · ‖ : P 7→ supa∈A |P (a)|.
1. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ‖ · ‖ soit une norme sur R[x].

2. On suppose maintenant que la condition de la question précédente est vérifiée. Montrer que
l’application

φ : (R[x], ‖ · ‖) −→ (R, | · |)
P 7−→ P (0)

est continue si et seulement si 0 appartient à l’adhérence de A.
(On pourra considérer, pour tout n ∈ N, le polynôme (M2 −X2)n pour un M bien choisi.)

3. On suppose ici A = [0, 1]. L’application linéaire ψ : R[x] → R définie par P 7→ P ′(1) est-elle
continue ?

Exercice VII

Soient C le R-espace vectoriel des suites réelles convergentes et C0 le sous-espace des suites convergentes
vers 0. On munit C de la norme infinie.

1. Montrer que C0 est fermé dans C.

2. Pour tout élément x := (xn)n∈N de C, on note x∞ sa limite. On considère l’application :

T : C −→ C0
x 7−→ y := (yn)n∈N

où y0 = x∞ et yn = xn−1 − x∞, pour tout n ≥ 1.

(a) Montrer que T est linéaire et continue, et calculer sa norme ‖‖T‖‖.
(b) Montrer que T est bijective.
(c) Montrer que T−1 est continue.

Exercice VIII

Soit E une algèbre unitaire et commutative. On note e l’unité de E pour la multiplication. On suppose
que (E, ‖‖) un espace de Banach (c’est-à-dire un espace vectoriel normé complet) vérifiant ‖fg‖ ≤
‖f‖ · ‖g‖ pour f et g dans E, et ‖e‖ = 1. On note U l’ensemble des inversibles de E.

1. (a) Soit y dans U et h dans E tel que ‖h‖ < 1
‖y−1‖ . Montrer que la suite(

n∑
k=0

(−1)k(y−1h)k

)
n≥0

converge dans E.
(b) Montrer que e+ y−1h est inversible.
(c) Montrer que U est ouvert dans E.
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