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Exercice 1

On considére Papplication N : R2 — R définie par

1
Y(z,y) € R?* N(z,y) = / [tz + (1 —t)y| dt.
0

1. Montrer que N est une norme.

2. Déterminer la boule centrée en l'origine et de rayon 1 pour cette norme (indication : pour
x # y, on pourra effectuer le changement de variable v = y + t(z — y)).

3. Montrer que la norme NN est équivalente & la norme euclidienne.

Exercice 11

Soit A une partie non vide d’un espace métrique (F,d). On définit le diaméire de A et on note
diam(A) la borne supérieure de I’ensemble

{d(z,y) | z,y € A}

1. Montrer que pour toute partie bornée (i.e. incluse dans une boule) A de F non vide, diam(A)
est bien défini.

2. Dans R? muni de la distance euclidienne, quel est le diamétre de ’ensemble {(1, 1) [ n € N*} ?
Dans I’espace des fonctions continues C([0, 1], R) muni de la distance induite par la norme ||- ||

(c’est-a-dire définie pour tout f € C([0,1],R) par ||f|1 = fol |f()|dt), quel est le diamétre des
ensembles suivants :

A= {f€C(0,1],R) [ Ve €[0,1], 0 < f(z) <1}
B:={feA|f(0)=0}

3. Soit S une partie de diamétre r > 0. Soit z € F tel que S N B(x,r) # 0 ; montrer que S est
incluse dans la boule B(x, 2r).

4. Soient A, B deux parties bornées de E d’intersection non vide. L’inégalité suivante est-elle
toujours vraie :
diam(A U B) < diam(A) + diam(B) ?



Exercice 111

Soient (F, || - ||) un espace vectoriel normé sur C et F' un sous-espace vectoriel propre (i.e. F # E)
et fermé de E. On considére 'application N : E — R définie pour tout x € E par

Ne(a) = inf llo = 7.

1. Etablir, pour tout (z,2') € E? et tout (f,\) € F x C, les propriétés
(a) Np(z) <z ;
(b) Np(Az) = [A|Np(z) ;
(c) Np(z—f)=Np(z) ;
(d) Np(x+2') < Np(z) + Np(z').

A quelle condition sur F I’application Ny est-elle une norme sur E ?

2. Soit z € E \ F. Rappelez pourquoi Np(x) est strictement positif. Montrer que pour tout
€ > 0 il existe f. € F tel que

Np(z) < [lo = fell < (1+&)Np ().
3. On note B(0,1) la boule fermée unité centrée en I'origine. Montrer que I’ensemble
{Np(z) |z € B(0,1)}

admet une borne supérieure, et que celle-ci est égale & 1.



