CAPES de Mathématiques - interrogations orales 03/12/2007 — 14/12/2007

Exercice 1

On considére un intervalle [a, b[ de R. Soient f et g deux applications continues de [a, b[ dans R, on
suppose [ décroissante de limite nulle en b et g vérifiant

/:g(t)dt‘ <M.

dt‘ < 2Mf<$1>

dM e R ; Vax € [a,b],

1. Montrer ’inégalité

2. En déduire que I'intégrale généralisée f; f(t)g(t)dt converge.

3. Soit & un réel positif ou nul. Discuter, selon la nature de «, la convergence de l'intégrale

/+°° sin(t) cos(t) gt
0 ln(l + tO{) ’
Exercice IT
Déterminer la nature des intégrales suivantes.
1. fol In(t)dt ; 3. fw/z tan(t)dt ; 5. eroo DO gt aeR;
Let 5 1
2. f oo B—t2+t—1 t2+t 15 4. fo Fdt; 6. fo si?l/(zt)dt'

Exercice III

Montrer que I’équation suivante admet une solution dans [0, 7] :

1
/ sin (2z(1 — %) + 7t?) dt = 0.
0

Exercice IV
Soient I un intervalle ouvert de R et f une fonction continue de I dans R.

1. Montrer que, pour tout a € I, 'application = — f:f f(t)dt est continue sur I, nulle en «,
dérivable et de dérivée f.

2. Soient «, 3 € I tels que f soit positive sur [a, §]. Montrer que si I'intégrale de f sur [a, (] est
nulle, alors f est identiquement nulle sur [a, (]

3. Soit u € C*(R, I), montrer que I’application z +— fs(l) f(t)dt est de classe C'! sur R et calculer
sa dérivée en tout point.

Exercice V

Soit (fn)nen une suite monotone de fonctions continues d’un espace métrique compacte (X, d) dans
R (c’est-a-dire, pour tout z € X et tout n € Non a f,11(z) < fo(x)). On suppose que la suite
(fn)nen converge simplement vers une fonction continue f.



