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Résumé

We are concerned here with Lehmer’s problem in dimension 2 ; we give a lower bound for
the height of a non-torsion point of G2, on a non-torsion curve defined over Q, depending
on the degree of the curve only. We have first been inspired by [Am-Da3]; we develop a new
approach, inherent in the dimension two (or more precisely the codimension two), and then
obtain a better result where the error’s term is improved significantly, moreover we give an

explicit expression for the constant.
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de G? définie sur Q.

Corentin PONTREAU.

I Introduction.

Dans tout cet article nous considérerons le plongement naturel de G”, := G”,(Q) dans P",
défini par (a1,...,a,) — (1 : a3 : ... : a,), en particulier la hauteur d’un point « sera la
hauteur de Weil logarithmique du point projectif correspondant, soit, si k est un corps de nombres

contenant oy,...,qy :

= LUZQU] og (max{ |« «Q
o) = 3 T s maxlloler - loalo}).

De méme si V' est une sous-variété de G,

Zariski dans P". Enfin, si F' est un polynome & coefficients algébriques, nous noterons h(F) la

nous noterons deg(V') le degré de son adhérence de

hauteur du point projectif défini par ses coefficients.

Nous utiliserons la structure naturelle de groupe commutatif (donc de Z-module) de G}, ainsi,
si a et | désignent respectivement des éléments de G}, et de Z, alors, pour toute variété V', nous
noterons -V :={aB | BeV}et [IJV:={8' | BeV}].

Rappelons que l'indice d’obstruction wg(a) d’un point o € G}, n’est autre que le plus petit
degré d’une hypersurface de G}, définie sur (Q passant par . Remarquons de plus que cette
quantité est controlée par le degré du corps de définition de «; en effet un argument d’algébre
linéaire nous donne 'inégalité :

wol@) < n(degg(a)) /" (1)
(qui est d’ailleurs une égalité si n = 1). Dans [Am-Da] les auteurs proposent une conjecture (c.f.
Conjecture 1.3!) généralisant celle de D.H. LEHMER (c.f. |Le|) en dimension supérieure :

Conjecture 1 Pour tout entier n > 1, il existe une constante c(n) > 0 telle que, pour tout

a € G, dont les coordonnées sont multiplicativement indépendantes, on ait :

c(n)

o) 2 (@)

Dans le méme article, ils montrent que cette conjecture est vraie a un facteur «log» prés,
généralisant un théoréme de E. DOBROWOLSKI (c.f. [Do]) en dimension supérieure. Ils poursuivent
cette étude dans [Am-Da3] et affinent ce résultat :

!Dans op. cit. I'indice d’obstruction wg(cx) est noté §(cx).



Théoréme 1 Soit V une sous-variété algébrique de G}, définie sur une extension cyclotomique
K de Q, intersection d’hypersurfaces de G}, définies sur K et de degré au plus w.
Alors il existe une constante ¢’ (n) > 0 (effectivement calculable) telle que l’on ait, pour tout

a €V n'appartenant & aucune sous-variété de torsion® de 'V :

c(n)

w

h(a) > (log(3[K : Qlw)) ™",

ot k(n) :=2n(n+ 1)I" — 1.

Remarquons qu’un point « est & coordonnées multiplicativement indépendantes si et seule-
ment s’il n’appartient & aucune sous-variété de torsion de G}, auquel cas le théoréme 1 nous

donne la minoration :

c(n) —(n) |
@) 2 7 og(3g(e0)) ™"

c’est précisément le résultat obtenu dans [Am-Da2].

Notre principal résultat est le suivant, analogue du théoréme 1 ou exposant du log (x(2) =
143) est sensiblement amélioré. De plus, contrairement a ce dernier, il est complétement explicite :

Théoréme 2 Soit V une courbe de G2, définie sur Q et Q-irréductible de degré w qui ne soit

pas de torsion, et soit a € V' \ (G2,)iors, 0N a :

1,2-10716 (loglogw' 1
hla > b2 10 (o loeer)
(logw’)

ot w' := max{w, 16}.

Notons qu’ici 'hypothése «a € V n’appartenant & aucune sous-variété de torsion de V'» se
réduit & «a non de torsion», hypothése minimale puisque les points de torsion sont précisément

les points de hauteur nulle.

F. AMOROSO et S. DAVID montrent dans [Am-Da| que si o € G, est un point & coordonnées
multiplicativement indépendantes, alors il existe une constante C(n) telle que :

C 1/n
(h(a) - an)) /" = S0 0g3D) ), ®
ol D := [Q(«) : Q] et k(n) est la méme quantité que dans le théoréme 1. Une observation de
Bilu (voir [Bi]) méne a la minoration :
0(2)1/2

(h(ar) ... h(an)/™ > (log3D) "),

Dl/2

2on appellera sous-variété de torsion une réunion de translatés de sous-groupes algébriques de G}, par des

points de torsion.



En effet, si 'on applique 'inégalité (2) en dimension 2 pour (aq, as), ..., (ap_1,a,) et (an, a1),
on obtient :

1/n
- c(2)'? —x

Le théoréme 2 nous permet d’expliciter la constante C'(2) et d’améliorer ’exposant (2) :

Corollaire 1.1 Soient a € G?, et o une permutation de {1,...,n} telle que, pour tout i dans
{1,...,n}, les coordonnées a; et a,(;y soient multiplicativement indépendantes, alors :

2.1021

(h(on) ... han)) " = =

(log3D)~*2,

ot D :=[Q(e) : Q].

Dés que l'on fixe un entier n > 3, ce résultat est moins bon que (2) lorsque D est grand,
néanmoins il est bien meilleur pour les petites valeurs de D (rappelons que x(n) := 2n(n+1)!"—1),

de plus il est entiérement explicite et les conditions sur « sont un peu plus faibles.

Remerciements. Je tiens a4 remercier Francesco Amoroso pour l'aide et le soutien qu’il m’a
apportés tout au long de ce travail. Je voudrais également tout particuliérement remercier Federico
Pellarin pour les lectures trés soignées qu’il a pu faire sur des versions préliminaires de ce travail,

ainsi que les nombreux conseils et remarques qu’il a pu me donner par la suite a ce sujet.

IT Schéma de la preuve

Dans le paragraphe III on développe les outils d'une démonstration de transcendance (lemme
de Siegel, extrapolation) et au paragraphe IV, on montre des minorations explicites pour les
courbes non de torsion de G2, et des points de G,,,. La démonstration du théoréme 2 & proprement
parler est I’objet du paragraphe V. La stratégie est la suivante : par I’absurde on suppose la
hauteur de « petite, on peut alors construire un polynéme s’annulant sur V' avec multiplicité, de
degré et de hauteur contrdlés via un lemme de Siegel (proposition ITI1.4). Ensuite on extrapole
dans le paragraphe V.2 en montrant, grace a la proposition II1.6, que ce polynéme s’annule sur
les puissances aP?, ol p et ¢ parcourent des ensembles de premiers P; et Ps.

Nous reprenons au paragraphe V.3 le lemme de zéros de [Am-Da3] (théoréme 2.6) ; nous obte-
nons ainsi une suite décroissante Y7 O Y5 O Y3 de sous-variétés de an contenant des puissances
aP? de a. Deux de ces variétés étant de méme dimension, on obtient une sous-variété obstructrice
7, composante Q-irréductible de Y3 ou Y5 contenant une puissance o de o et dont on contréle
le degré. Deux cas se présentent alors.

Si la variété obstructrice Z est de dimension 0 (paragraphe V.3.1), alors Z est simplement
l'union des conjugués de . Comme ici £ = 1, on arrive, grace notamment & l'inégalité (1), & un

encadrement du type :

Card(P2)wp(a)? < Card(Py) deg(Z) < (logwg(a))wo(a)?



ainsi, de par nos choix de paramétres, on arrive & une contradiction.
Dans le cas ou la variété obstructrice Z est de dimension 1 (paragraphe V.3.2), la puissance
{ est a priori différente de 1. On peut obtenir ’encadrement :

Card(P;)wg(a) < Card(P;) deg(Z) < (logwo(a)) wo(c)

ainsi Iindice d’obstruction de af est trés petit par rapport a celui a. Ceci n’étant pas suffi-
sant pour conclure, dans [Am-Da3]| les auteurs utilisent un argument de descente pour arriver a
une contradiction. Ici notre démonstration différe; des arguments plus simples nous donnent de
meilleurs résultats. On travaille avec la hauteur normalisée ; on majore celle de Z en fonction de

la hauteur de notre fonction auxiliaire F', sur laquelle on a un bon contréle :

Card(P1)*h(Z) < h(F).

Si Z n’est pas une courbe de torsion, on arrive & une contradiction en utilisant une minoration
explicite de E(Z ) (proposition IV.1). Dans le cas contraire, on se raméne dans le lemme V.3 & une
étude en dimension 1, auquel cas, via la proposition IV.3, on obtient une minoration de h(c).

IIT Résultats préliminaires.

II1.1 Premiers exceptionnels.

Dans ce paragraphe V' désigne une sous-variété de GJ, irréductible sur son corps de définition.
Nous allons voir que pour tout nombre premier p sauf pour certains appartenant & un ensemble
exceptionnel Ecc(V), introduit dans [Am-Da], la variété [p]V a un bon comportement, dans un

sens que nous allons préciser.

Définition ITI.1 On note Wi, ..., W}, les composantes Q-irréductibles de V', on pose :

Ece(V) = {leZ|3i,j i<j; [J(W;)=[W;)}
U{leZ | 3i; deg([]W;) < deg(W;)}.

La proposition 2.4 de [Am-Da| donne des informations sur cet ensemble; nous en rappelons
quelques propriétés.

Proposition ITI.1 Nous avons

dim(V) +1

] <
Card (Ecc(V) N {p premier}) < log 2

log (deg(V)).
De plus, si A est un ensemble fini de nombres premiers et si V' n’est pas de torsion, alors :

deg ( U [p]V) > Card (A \ Ecc(V)) x deg(V).



Nous utiliserons dans la suite cette proposition dans le cas ou A est ’ensemble des premiers
dans [N/2, N], pour un certain paramétre N, d’ou la nécessité du lemme suivant :

Lemme II1.2 Pour tout réel x on note w(x) le nombre de premiers inférieurs ou égauz & x.
Pour N > 41 on a

N
T - > =

DEMONSTRATION - Le théoréme 1 de [Ro-Sc| nous donne :

T n 3z > n(z) > T n x
logz  2(logz)2 — logz  2(logx)2’

Va > 59,

si on note cy :=log(N/2)/log(N) on en déduit :
N n N N + 3N
logN = 2(log N)? 2cnylog N 4(cn log N)?

N 17L7(i71) !
log N 2cn 4c¢% 2/ log N

Ainsi, pour N > 5000, nous avons bien I'inégalité voulue et une vérification numérique pour

m(N)—7n(N/2) >

les petites valeurs de N nous permet de conclure. ]

I11.2 Construction de la fonction auxiliaire.

On cherche ici un polynéme F' de degré < L nul en o & un ordre > 7. Fixons dans un premier
temps quelques notations, k désignant un corps de nombres.

— On notera k[x] := k[z1,...,2p).

— Pour p, A € N”, on pose :

“ = ul e 'LLn
A A1 An /)’
1 o* 1 oM O

D = === .
g MO T Ml aa ond

~ On dira que a € Q" est racine de F € C[x] de multiplicité au moins 7" € N si
VAEN", Mi+...4+ X, =|A|<T = Dx(F)(a) =0.

— On notera wy () := min { deg(F) | F € k[x]\{0}, F(a) = 0} et k[x]<y, le k-espace vectoriel
des polynémes de degré total < L.

— Pour toute partie S de C” on pose :

Ew(S,L,T) :={F € k[x]<, | VB € S, F nul en 3 avec multiplicit¢ > T'}!.

lon a donc E(S,L,T) = [PBT)], U {0} si S est une variété et 3 est I’idéal de définition sur k de sa cloture
projective.



Nous aurons besoin dans la suite d’encadrements pour 1'indice d’obstruction wy(a) et pour
la dimension du k-espace vectoriel Ey({a}, L, T).

Propriétés ITI1.3 Soientn e N*, a € G, et L, T €N, on a :
1. dim Ey({a}, L,T) > (F-Twsletn),
2. 1 <wpla) < nlk(a) : k™.

DEMONSTRATION -

1. Soit F' € k[x] non nul de degré wy(c) tel que F(a) = 0. Pour tout H € k[x] de
degré inférieur ou égal & L — Twy (), on a FTH € E(S, L,T), de plus le sous-espace
vectoriel de k[x| des polynémes de degré < L—Twy () est de dimension (L 7T“”;l (C"H”),

d’ou le résultat.

2. Posons w := [n[k(c) : k]'/"] et considérons ’application linéaire :

Remarquons que dimy k[x]<, = (“I™) > n™"(w+1)". Or n " (w + 1)" > [k(e) : k],
cette application n’est donc pas injective, i.e. il existe P € k[x]<, non nul tel que
P(a) = 0, donc wi () < w < nk(a) : k]V/™. -

Ci-dessous nous donnons la version du lemme de Siegel que nous utiliserons dans la suite

(analogue & la proposition 2.1 de [Am-Da3]).

Proposition IT1.4 Soient 6 un réel >0 et E C {a € G}, | h(ax) < 0} un ensemble fini non vide.
Soient k un corps de nombres et L,T € N. Si Ey,(E,L,T) est non réduit a {0}, alors il existe un
polynéme F € Ey(E, L, T) N Ok[x] non nul tel que :

h(F) < —

((T+n—1)log(L +1)+ L8) +loge. (3)

-Tr

1

0t ¢ = {(%)S\HAH}WQ], s le nombre de places complexes de k et Ay son discriminant,
N = dlmk k[X}SL et r .= dlmk k[X}SL — dlmk Ek(E, L,T).

DEMONSTRATION - On reprend ici principalement les preuves de la proposition 4.2 de [Am-Da]
et du théoréme 7 de [St-Va]. Fixons un ordre sur E et sur N” et considérons la matrice A
de taille Card(E) - ("*"7") x (“'") définie par

(e



ot les lignes (respectivement les colonnes) sont indexées par les couples (o, A), o @ € E
et A € N” est tel que |A|] < T — 1 (respectivement par les multi-indices p € N tels que
|| < L). Autrement dit, si on pose

A:={xeckV, Ax =0},

alors A = E,(E,L,T) d’ou r = rang(A). Soit Y une matrice N x (N — r) & coefficients
dans k telle que A soit 'image de ’application k-linéaire définie par Y. Comme E}(E, L, T)
est non réduit a {0}, on a rang(Y) = N —r < N ; le théoréme 8 de [Bo-Va] appliqué 4 YV’

montre alors qu'’il existe N — r vecteurs linéairement indépendants uy, ..., uy_, de k="
tels que, si l'on pose F; :=Yu;,pouri=1,...,N —r, on ait F; € O,iv pour tout ¢ et :
N-—r
Z h(F;) <logH(Y)+ (N —r)logc, =log H(A) + (N —r)logcy ,
j=1

ou H(A) est la hauteur (non logarithmique) du sous-espace A et H(Y) la hauteur du
sous-espace engendré par ses lignes (définies p. 499 de [St-Va]).

Remarquons que (F},...,Fy_,) est une une base de A, en particulier il existe F' dans
AN OY non nul tel que

(N —r)h(F) <log H(A) + (N — r)logck, 4)
nous allons montrer que ce F' vérifie bien (3).
Soit F la cloture galoisienne de k(E)/k, considérons la matrice :
o1 A
J};LA
ot les o; sont les éléments de Gal(F/k), et posons :

B:={y eF | By =0}

On a alors dimp(B) = dimy(A) et H(A) = H(B) (voir [St-Va], (2.31) page 506).
o)

Soit B une sous-matrice de B de rang maximal (B est une matrice r X ( de rang ),

par le principe de dualité, (voir [St-Va] p. 500, (2.2)), on a :
H(A) = H(B) = H(B).

En majorant H(B) par le produit des hauteurs de ses lignes (inégalité de Hadamard, voir
[Bo-Val, équation (2.6)), on obtient :

log H(B) < rlog max {H(b(a’)‘)) lacEet |\ <T— 1}, (5)

ot les b(®*) désignent les lignes de B:

o= (),
[n|<L



Soit (cr, A) un multi-indice réalisant ce maximum (JA| <7 —1), on a:

(Z6) < 2 0-2-2 ()6

[n|<L [n|<L pi=1  pp=1

L+1 L+1 T
= < (L + 1)T+n—-1
<A1+1> <An+1)—( +1)

ou l'on a utilisé Zﬁzl ) = (iji) < (L + 1AL

Notons d le degré de F sur QQ, en utilisant cette inégalité nous trouvons, pour toute place

archimédienne v € My,

H,(bN)! = (30 b))

|nlI<L

dy
dy - i
* < (L+1)(T+” Dew max{1,|a1|v7...,|an|v}L .

Pour v € M, ultramétrique, on obtient :

Hv(b(a,/\))d _ ‘m‘i}i |b(a )\)|d < max {]_ |a1|v, ey |Oén‘v}Ldv.

En faisant le produit sur toutes les places on obtient :

H(b(a )\) d < (L+1)(T+n DY @ " H (o )
dlog (H(b(> M )) < d(T +n—1)log(L + 1)+ dLh(c) ,

d’ot, en reprenant I'inégalité (5)
log H(B) < r((T Y- 1)log(L+1) + L9) :

donc (4) devient :

h(F)

IN

logH( 3) + log ¢

-
T ((T+n—1)log(L +1) + L) + logex.

IA

Dans la suite, on utilisera cette proposition dans le cas n = 2 :

Corollaire IIL.5 Soient a € G2, T € N*, D le degré de Q(cx) sur Q, et w > wg(a).
Si L = min{ 2wT?, [(TD)Y*(T +1)]}, alors il eziste un polynéme F € Eg({a},L,T) N Z[X]
non nul tel que :

h(F) < ﬁ (T + 1) log(L + 1) + Lh(a)).

DEMONSTRATION - Comme D2 > lwg(a), ona L > twg(a)(T +1)TY2 > wg(a)T, en
particulier Eg({a}, L,T) n’est pas réduit & {0}, d’aprés la proposition III.3. Considérons

le polynéme F' donné par la proposition II1.4, on a :

h(F) < N

—r

(T +1)log(L + 1) + Lh(cv)) ,



ou r:=dimQ[x]<; — dimg Eg({a},L,T) et N := dim Q[x]<y.
Ona,si L =2wT?:

r (*+%) L+1 L+2

N —r (L—WQTJFQ) :L—wT+1XL—wT+2_

L 2 oT \? 1
< —1= 1<
L—wl 2T — 1 T-1

Sinon, si L = [(TD)Y*(T +1)] :

IN

. *shp T(T+1)D
N-r = (*-("Hp CL+HL+2)-T(T+1)D
- T(T +1)D _1_ 1
= T+1)2TD-T(T+1)D T - T-1 -

1I1.3 Extrapolation

Nous allons utiliser le lemme clef de Dobrowolski (c.f. [Do]) dans le cadre plus large de poly-
nomes & plusieurs variables a coefficients dans un anneau d’entiers d’une extension cyclotomique
de Q. Soient k/Q une extension galoisienne, p un nombre premier non ramifié dans k et ) un idéal
premier de Oy, tel que Q|p. Si extension k/Q est abélienne, alors ’automorphisme de Frobénius
associé ¢g , € Gal(k/Q) ne dépend que de p et on le notera ¢, ; on a

Va € Ok, ¢p(a) =a® mod pOy.

Dans tout ce paragraphe, on supposera k/Q cyclotomique et on notera Ay son discriminant.
De plus « désignera un élément de G7,, F la cléture galoisienne de k(cx), et L,T deux entiers

naturels. Le résultat qui suit correspond au théoréme 2.2 de [Am-Da3] :

Théoréme 3 Soit F € Ep({a}, L, T) N Oklx]; pour tout nombre premier p 4 Ay et pour tout

v € My divisant p, on a la majoration

[P (a)|y < p~ T |Fly max{1, oo, . .., o o }P,

ot l’on a noté o = (af,...,ab).

Proposition II1.6 Soit F € Ex({a},L,T) N Ok[x|. Pour tout nombre premier p 1 Ay, le poly-
noéme F? est nul en o & un ordre Ty vérifiant :

Tl(log(L +1)+ logp) > Tlogp — h(F)—pLh(a) — nlog(L + 1).

DEMONSTRATION - Soit A € N" tel que |A\| = T} et Dx(F)?»(a?) # 0 (on peut supposer
T, < T). Soit v € Mp; on déduit de 'inégalité

5 (0= () () s

[pw|<L



et de l'inégalité ultramétrique les majorations :

|F|, - max{1, |a1]v, - - -, |n|o }PE sivtooetvip
[DA(F)? (a?)], <

(L + D)X F|, - max{1, |ai]y, . . ., |on | }PY si v | 0o
De plus, si v | p, le théoréme 3 donne :
|DA(F)% (a®)], < p~ T~ F|, max{1, |a1]y, - -, |an]. }PE.
On a, par la formule du produit :

L= [ IDa(F)? (ar)|Fekel/ 0,
vEMp

En passant au log, et en utilisant les trois majorations obtenues ci-dessus on obtient :
0 < (|Al+n)log(L+ 1)+ h(F)+pLh(a) — (T — |A|]) logp ,

soit
|)\|(log(L +1)+ logp) > Tlogp — h(F) — pLh(a) — nlog(L + 1). -

IV Versions explicites de certaines minorations

IV.1 Une minoration pour les courbes

Dans [Am-Da2|, F. Amoroso et S. David obtiennent une minoration de la hauteur d’une
hypersurface de G}, définie sur Q et Q-irréductible qui n’est pas de torsion ; de plus notre résultat
principal dans [P] donne une version explicite de ce résultat. Nous reprenons celui-ci en améliorant
la constante pour n = 2, cas qui nous intéresse ici.

Proposition IV.1 Soit V une courbe définie sur Q et Q-irréductible de G2, de degré D. Alors,
st V n’est pas de torsion, on a

- ¢ (loglog D'\*
h(V)>576 —=———

V)= ( log D’ ’
ot® D' := max{16, D}.

Notons que si P € Z[z1,x2] est irréductible sur Z (en particulier de contenu 1) et est une
équation de V, alors h(V) = log M(P), ot M(P) est la mesure de Mahler de P.

Supposons 'inégalité fausse pour une courbe V' de degré D définie sur Q, Q-irréductible qui

ne soit pas de torsion. D’aprés un théoréme de Zhang [Zh] on a fiess(V) < %E(V), ainsi :

3
1 [loglog D’
fless(V) < == | —%— | - 6
fress(V) 56D log D’ (6)
3Nous avons choisi de mettre D’ dans le log car la fonction x + 10231%)(;()@ est croissante sur [16, +oo[, et afin

de pouvoir minorer loglog D’ par 1 dans les calculs.

10



Choix des paramétres et fonction auxiliaire

On pose
T log D'
loglog D’
L:= DT?
N o 1 (108D’
' log log D'"

Nous utiliserons plusieurs fois I'inégalité suivante, valable pour tous réels a,b,z > 0 :

o2 (5)" ¢

Notons que :

(In16)?

T> > 1 L>T2>1 N > 5%
> [5e] > 13, >T2>169 et _5lnln16

> 4000.

Fait IV.2 On a
N/2 > (log D) et 6,11log(L +1) < Tlog(N/2).

DEMONSTRATION - Pour la premiére inégalité, il suffit d’utiliser (7) avec (a,b) = (0.01,1).
Pour la seconde, on a :

log L log D' n logT 2
Tlog(N/2) — Tlog(N/2) T log(N/2)

De plus, comme 7' > 13, la premiére inégalité du fait nous donne T'log(N/2) > 9,2log D'.

Ainsi, puisque N > 4000 :
log L 1 log 13 2 1

— < — <
Tlog(N/2) = 9,2 " 13 log(2000) —

6,2
Pour conclure, il suffit de remarquer que log(L 4+ 1) < 1,01log L, d’ou le résultat. [

En appliquant la proposition III.4 & un ensemble fini suffisamment gros de points de V de

0. 56 loglog D'\ *
o log D’ ’

on trouve, par le méme argument que celui utilisé dans le théoréme 4.1 de [Am-Da2], un polynéme

hauteur < 0 ou

non nul F € Z[x], de contenu 1 et de degré au plus L, qui s’annule en tout point de V' a un ordre
> T et tel que
B(F) < (T +2)Tog(L + 1) + Ljtess(V) }.

ou (L+2) (LfDT+2)
[:= 2 LfDT+22
%)
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Extrapolation

Soit p un nombre premier dans [N/2, N] et notons

e = Tlogp—h(F)—2log(L+1)— pLfiess(V)
Tlog(N/2) — ((T +2) +2)log(L + 1) — (N + 1) Ljtess (V).

Y]

La proposition III.6 nous assure, via le méme argument de densité que dans le lemme 4.2
de [Am-Da2|, que F s’annule sur [p]V si ¢ > 0 ; il suffit donc de montrer que notre choix
de paramétres assure cette condition.

Majorons tout d’abord [ :

L+1 L+2 L \° 2T — 1
[ < X 1< —) -1=——
L—DT+1 L-DT+2 L—DT (T —1)2
en particulier, comme 7" > 13, nous obtenons :
272 + 3T — 2
(T +2 2 < - 42
(T+2)+2 < G
2(T? — 2T + 1 -
_ 2 +1)+7(T 1)+3+2§5.
(T —1)?

Nous avons, puisque [ < 1 et N > 100 :
€ >TlogN/2 —5log(L+ 1) —1,01N Ljiess (V).

Remarquons maintenant que, d’aprés le fait IV.2 nous avons T'log(NN/2) > 6,1log(L + 1), et
d’aprés (6) nous avons N Ljiess(V) < log D’ < log(L 4 1), ainsi € > 0.

Conclusion

Soit A V’ensemble des nombres premiers dans [N/2, N]; nous avons vu que, sous ’hypo-
thése (6), F' s’annulait sur [p]V pour tout premier p € A. Comme N > 4000, la proposition III.1
et le lemme II1.2 nous donnent :

N 2
L>d ( V)>(o,4—— 1 D)D.
= €8 U plv) = log N log2 o8 (®)
pEA
Minorons le membre de droite :
log log D’ S loglog D’ S 3
logN = 4logh+2loglog D' — 25’

d’ou

/N2
N >3 5log D .
log N — loglog D’

12



En reportant ceci dans l'inégalité (8) on obtient :
2 / 2
L > (04.3- 2 (loglog D) (s log D
log2 52%2log D’ log log D’

2
Lo 2 (loglog16) I
log2 52%log 16

Y

> L

d’oti une contradiction.

IV.2 Dans les extensions d’un corps cyclotomique

F. Amoroso et U. Zannier donnent une minoration de la hauteur d’un nombre algébrique en
fonction de son degré sur une extension abélienne de Q (c.f. [Am-Za]) :

Théoréme 4 Soient K un corps de nombres et . une extension abélienne de K. Alors, pour tout
—k | ——%k
/76(@ \Qto’r‘s) on a:

C(K) [loglog5d\ "
h(y) > (K) (loglog ,
d log 2d

ot d:=[L(y) : L] et C(K) est une constante dépendant uniquement de K.

Nous aurons besoin de ce résultat dans le cas particulier d’une extension cyclotomique, aussi

nous nous proposons d’en montrer une version faible, mais explicite :

Proposition IV.3 Soient k = Q(Cn) un corps cyclotomique et v € Q \@:OTS, alors :

1073 [loglog D\*
> [
h = o (PR

ot d:=[k(y): k], D:=[k(y):Q] et D > 2.

Notons ¢(m) l'indicatrice d’Euler de m ; nous pourrons supposer dans la suite p(m) = D/d >
3%. En effet, supposons le contraire, en particulier [Q(7) : Q] < D = ¢(m)d < 3*d.
Si [Q(v) : Q] < 15, alors h(y) > 1072, et si 16 < [Q(v) : Q] < 3%d, le théoréme principal de [Vo]
nous dit que :

h(y) > 1 (10g log[Q(v) : @])3'
~4[Q(y) : QI \ 1log[Q(v) : Q]
Par décroissance de la fonction z — lolgol% sur [16, +00] on en déduit

3 3
h(y) > 1 loglog D > 1 loglog D -
4D log D 324d log D
Notons toutefois qu’il est possible d’obtenir le méme résultat sans [Vo|, avec toutefois une

constante un peu plus petite : 2.10~% au lieu 1072 (la différence étant due & une moins bonne
majoration de log(L + 1) dans ’extrapolation).
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Choix des paramétres et fonction auxiliaire

On pose
T - log D
loglog D
L = d1?
2
N = 17sldeeD”
loglog D

Fait IV.4 Nous avons : T > 8, L. > 64, N > 175, T < 3D/4 et
2,1251og(L + 1) < 3,2log D — log ¢(m).

DEMONSTRATION - L’inégalité (7) nous donne T > [3¢] = 8, (en particulier L > 64), et
N > 175 x 2e > 951. Pour montrer 7' < 3D/, comme log D > log p(m) > 4log 3, il suffit

2 — e0-25" est négative en 4log 3 et de dérivée négative
ogx

de remarquer que la fonction z —
sur |1, +o0[.

Pour la derniére inégalité nous avons :
logL = logD —logy(m)+2logT
< 1,5log D + 2log 3 — log p(m)
car T < 3D'/%. Ainsi, puisque o(m) > 3* il vient
logL <1,5log D — %loggo(m).
Comme L > 64 on a log(L + 1) < 1,0038log L, ainsi

2,125log(L + 1) < 3,2log D — log ¢(m).

Supposons par 'absurde :

10=3 [loglog D 3
h —_— | . 9
o)< 2 (RE2e, ©)
D’aprés la proposition I11.4, il existe un polynéme F € Ok[x] non nul, de degré au plus L, et nul
en v 4 un ordre > T tel que :
dT
< -
- L+1-dT
1

< H(Lh(v) + T'log(L + 1)) + log ¢(m).

h(F) (Lh(y) 4+ Tlog(L + 1)) + log ¢y,

En effet, comme Ag|m#?(™), on a ¢ = 4/ %A,lc/‘p(m) < /22 < p(m). Ainsi, comme T > 8 :

h(F) < Lh(y) + 1,1251og(L 4 1) 4 log ¢(m). (10)
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Extrapolation

Soit maintenant p € [N/2, N] un nombre premier ne divisant pas m (en particulier p t Ay)
et soit v est une place ne divisant pas p. Notons 7} 'ordre d’annulation de F®» en ~”; nous
devons donc montrer 77 > 0. D’apreés la proposition II1.6, on a T} (1og(L +1) + log p) > € ol
e :=Tlogp—h(F)—pLh(v) —log(L+1), il nous suffit ainsi de voir que ¢ est strictement positif.
Par hypothése sur F' on a :

e > Tlogp — Lh(y) (14 p) —2,125log(L + 1) — log p(m)
soit, d’apreés le fait IV.4 :
e >Tlogp— Lh(7)(1+p)—3,2log D.

Nous allons voir que F'?» s’annule en 7, en montrant que ¢ > 0. Par hypothése p > N/2 >
(log D)l’99 (d’aprés (7) avec x =log D, a = 0,01 et b=1) et T > 8, ainsi :

8
e > (§(T+1)1799loglogD—3,21ogD)—Lh(v)(l-i—p)

> 2log D — Lh(y)(1+ N)

(log D)*

2log D — 176 - 32d——2"22
” ©8 (loglog D)3

x h(7).

Donc, d’aprés (9), on a ¢ > 0, en particulier 77 > 0 et F'9»(y?) = 0.

Conclusion

Remarquons que si %7 (?) = 0 et si 7 € Gal(Q/k) prolonge ¢, alors F(7(7?)) = 0. Notons ¥
Pensemble des 7(1?), ou

— p parcourt ’ensemble des premiers p de [N/2, N] ne divisant pas m,

— 7 € Gal(Q/k) prolonge ¢, .
Sous I'hypothése (10) sur la hauteur de v, nous avons vu que F s’annule sur X. Pour arriver a
une contradiction, nous allons montrer que Card(X) > deg(F).

e Soient p; < -+ < py les diviseurs premiers de m dans {N/2,..., N}, nous avons :

p(m) = (pr = (p2 —1)---(ps — 1) = (N/2 - 1)%,

en particulier
s < loglp(m)) _logD
~ log(N/2—-1) = 6

e Remarquons maintenant que si p est un nombre premier tel que Q(7?) = Q(v), alors k(+?) =
k(v) c’est-a-dire [k(y7) : k] = [k(7) : k], auquel cas les k-automorphismes de Q prolongeant ¢, !
sont au nombre de d = [k(y) : k.
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Ainsi, d’aprés la proposition ITI.1 page 4, le nombre de premiers p tels que [k(+?) : k] < [k(7) :
k] ou tel que 7” soit égal o(7?) pour un certain o € Gal(Q/k), o # id, est inférieur a :

log([Q(v) : Q)) _ log D
log 2 ~ log2’

De plus, comme v n’est pas racine de 'unité, 7 et 7”/ ne sont pas conjugués si p # p’, d’ou :

1 1
Card(¥) > d x (’R’(N) —7(N/2) — <@ + 6) logD>
soit, d’apreés le lemme II1.2 page 5 et (7) avec z =log D, a=1et b=2:

N
> S
Card(¥) > d (0’410gN 1,7log D)

2 2
> qfoaN_ g7 (2) (18P )
log N e loglog D
De plus, log N < (2 4 log 175) loglog D, donc :

0,4-175 logD \?
Y)>2d| ————— -1 —
Card(¥) = (2+10g 175 ) (10g logD) ’

d’ou )
log D )

2 R
Card(X) > 3°d <log log D

Ainsi Card(X) > L > deg(F) ; en particulier F' ne peut pas s’annuler sur ¥ tout entier, contra-
diction avec I’hypotheése (9). [ ]

V Démonstration du théoréme principal

Si V, désigne la variété de dimension zéro définie sur QQ par un point o de G}},, c’est-a-dire
{o(a) | 0 € Gal(Q/Q)}, l'inégalité (1) nous dit

wo(a) < n(deg(Va)) /™.

De fagon générale, si V' est une variété définie sur Q et Q irréductible contenant «, il découle
immédiatement d’un résultat de M. CHARDIN (cf. [Ch], corollaire 2, chapitre 1, page 310 et
exemple 1, page 311) 'inégalité :

wo(a) < ndeg(V)L/ codimV), (11)

Afin de pouvoir conclure leur démonstration, [Am-Dad4] considérent des variétés de différentes di-
mensions contenant un translaté de la variété qu’ils étudient, aussi ont-ils été amenés a introduire
lindice d’obstruction généralisé de poids T :

w(T; @) := min{ (T deg(W))*/ codim(W)
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o T est un réel > 0 et W parcourt ’ensemble des variétés définies sur Q et Q irréductibles
contenant c. Notons en particulier qu’aucune hypothése sur le corps de définition de V n’est

faite ici. Nous utiliserons cet indice d’obstruction généralisé un peu modifié, en gros :
min{ 2T, (TD)1/2} ,

ou D est le degré sur Q d’un point « et le w le degré d’une courbe V' définie sur Q fixée contenant
o (voir dans le choix des paramétres ci-dessous). Celui-ci dans notre cas n’est pas nécessaire
pour retrouver la minoration du théoréme 2 & une puissance du log prés, néanmoins il permet de
gagner non seulement sur la constante, mais surtout dans le terme d’erreur (sur la puissance du
log).

V.1 Choix des paramétres et fonction auxiliaire

Notons D le degré de Q(cx) sur Q et posons :

logw’ \?2
T — |of_298%“
log log w’
L = min{ 20T?, [(TD)W(T+ 1)}}.
Notons ¢; := 3,7 - 10%, ¢o := 2,05 - 10° et considérons les réels N, No suivants :
logw')”
Ny = cli( ng)
log log w’
logw')®
N2 = 627( gw) 6"
(log logw’)

Fait V.1 Nous avons :
1. T > [9¢%] = 66 et N7 < Ns.
2. log(L+1) <4,3logw.
3. log(N1/2) > 1,9991oglogw’ et log(Na/2) > 7,92loglogw’.
4

. Les inégalités suivantes nous permettrons de majorer le cardinal d’ensembles de premiers
exceptionnels :

N.
log(N,L?) < 0,01 ——=—.

Ny
log L < 0,01 t
gL =" ¢ log Ny

log 2 log Ny log 2

DEMONSTRATION -

1. Pour la premiére inégalité on utilise (7) avec a = b = 2. La seconde découle immédia-
tement du choix des constantes.

2. Comme T > 66 nous avons L +1 < 2w/'T% +1 < 1,0002 - 2'T? or :

logL < log2+logw + 2log(9/loglog16) + 4loglogw’

< (1 + (log2 4+ 2log 8,9 + 4loglog 16)/ log 16) logw’

IN

4,2991og w’
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d’ou le résultat.

3. Il suffit de remarquer que, d’aprés (7) avec (a,b) = (0.001, 1) puis (0.08, 6) nous avons :

N 6
M 5 - 0.001e(loge) " et Tt> T (0’%8e> (logw')™2.

4. Comme log N7 < (2 + logeq)loglogw’ on a

0,0

1 Ny < c1 logw’ \? < 2-4,3logw’  logw’
log N1 — 100(2 + logeq) \ loglogw’ log 2 (loglogw’)2

or 4,3logw’ > log L et d’apres (7), % > & > 1, d’ou I'inégalité voulue.
log log w’

Enfin nous avons, puisque No > N7 :

No N1 N1
0,01 > 0,01V >
“TlogNo — 7 ' 2log Ny T log N,
de plus
2 2 Ny
log(N,L?) = —— (log N, + 2log L) < log N1 + 0,02 .
log 2 og(N1.L7) 10g2(0g 1+ 2log )_log2 og N1 + 0, log V;

Le corollaire ITI.5 nous donne un polynéme F' € E({a}, L,T) N Z[x] vérifiant :

h(F) < ﬁ (T +1)log(L + 1) + Lh(cx))

Pour j = 1,2 posons P; := {p € [N;/2, N,| premier} U {1} et notons

T := min ordys (F),
PEP1

en particulier, comme 1 € P; nous avons 7 < T'. Nous allons montrer le théoréme 2 par I’absurde,

aussi nous supposerons dans la suite a de hauteur petite, plus précisément :

10Ny No L 10L

On a alors :

T+1
WF) < =2

1
— Jlog(L+1
ST <1+1010g(L+1)) og(L+1)

ainsi, comme 7' > 66 et L + 1 > T3/2 > 500 on obtient

h(F) <1,05log(L +1).
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V.2 Extrapolation

Proposition V.2 Sous Uhypothése (12) sur la hauteur de o, nous avons, pour tout (p,q) dans
Pl X PQ;
F(aP?) =0.

DEMONSTRATION - Soit (p,q) € Py X Pa, puisque T3 < T et N; > 100 nous avons
d’aprés (12)

T, log N T log N-
Lh(a) < 1 10g N2 < 0g N2
10N; N> 1000 N

Par décroissance de la fonction x — log(z)/x, comme p < N; < Ny/2 < g < N, il découle
pLh(a) < 0,001T logp et pgqLh(a) < 0,177 loggq. (13)

e Notons T}, Pordre d’annulation de F' en o, comme h(F') < 1,05log(L + 1), la proposi-
tion ITI.6 nous donne :

Ty (log(L + 1) +logp) > 0,999T log p — 3,05log(L + 1).

Deux cas apparaissent :
siL+1<p:
271, logp > (0,999T — 3,05) log p, (14)

donc, comme 1" > 66, on obtient T3 , > 32.
siL+1>p:

(2T}, + 3,05) log(L + 1) > 0,999T log p > 0,9997 log(Ny/2) (15)

Comme T > 66, on a, d’aprés le point 2 du fait V.1 :

0,9997 log(IN1/2)
21T T+1)———
Lp £ 3,05 T+1 (T'+1) 4,3log w’
099966 log(N1/2) loge/
67 4,3  (loglogw’)?

. 1o .« o, . / 2 .
Soit, en utilisant les inégalités Ny /2 > Q(If)lglﬁ)gg 11%)2 et (10;?§;w/)2 > 5 (via (7)) :

2T}, + 3,05 > 45,05

car ¢; = 3,7.10%. Ainsi dans les deux cas on a T, > 22.

e Notons maintenant 75 ,, l'ordre d’annulation de F' en aP?; nous avons d’aprés (13)
pLh(a?) = pgLh(a) < 0,173 plogq. Comme h(F) < 1,05log(L + 1), de nouveau la propo-
sition III.6 nous donne :

T3 pq(log(L + 1) +log q) > 0,97} , log g — 3,05log(L + 1).
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Il nous faut ici montrer que le membre de droite de cette inégalité est > 0. Si L + 1 < p,
c’est évident, car T, > 22 et ¢ > p. Supposons donc L + 1 > p ; comme 7}, > 22 nous
avons :

0,971, > 0,42(217 + 3,05),

ainsi d’aprés (15)

0,9997 log (NN, /2)
log(L+1)

0,971 , log(N2/2) > 0,42 log(N2/2).

D’ou, d’aprés les points 1,2 et 3 du fait V.1 :

0,97}, log(No/2) > 0,42-0,999 - 8¢ . 1999 .7 99 . 9log w’ (16)
16
> 135logw’.

Ainsi 0,97} , log g > 3,05 - 4,3logw’ > 3,05log(L + 1). [

V.3 Conclusion

Notons X; la variété définie par F' et posons :

X2 = ﬂ [p]_lxla
pPEP1

Xg:= () [pd " X1
(p,q)€EP1 X Po

Notons que, puisque P; et P, contiennent 1, nous avons les inclusions suivantes :
X3 C Xy C X,

Nous travaillons ici avec «, aussi nous ne considérerons que les composantes de ces variétés
rencontrant une puissance de «; plus précisément posons :

— Y7 P'union des composantes Q-irréductibles de X; contenant a?? pour au moins un (p, q)

dans Py x Po

— Y5 'union des composantes Q-irréductibles de X, contenant a? pour au moins un g € Py

— Y3 'union des composantes Q-irréductibles de X3 contenant o.

On a les inclusions suivantes :

acY;CcY, Yy

En particulier, deux de ces trois variétés ont méme dimension ce qui nous permettra de comparer

leurs degrés ou leur hauteurs normalisées.

V.3.1 Cas ou Y; et Y3 sont de dimension 0

Soit Z une composante Q-irréductible de Y3 ; comme Z rencontre o on a :

Z = U (o).

o€Gal(Q/Q)
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En particulier deg(Z) = D. De 'inclusion

U [Q]Z C Y2 ’
qEP2
on obtient une premiére inégalité :
deg( U [q]Z) < degYas. (17)
qEP2
e Soient F7i,..., F), les facteurs Q-irréductibles de F'. Les composantes Q-irréductibles de Xo

de dimension 1 sont les Z(Fj), ou :
Fj | ged ({F(x), p € P1}).

Quitte & les réordonner, on peut supposer que 1,...,![ sont les indices i pour lesquels F; ne divise
pas ged ({F (xP), p € 7)1}). En particulier, comme Y5 est de dimension zéro par hypothése, si
je{l+1,...,r}, alors Fj(a?) # 0 pour tout ¢ € P,. Choisissons maintenant un polynome G de
la forme
Gx)= > MNFE') XeQ
pEP1\{1}

tel que G ne soit pas un diviseur de zéro de Q[x]/(F). Un tel polynéme existe bien, il suffit en
effet de remarquer que pour tout j dans {1,...,l}, le sous-espace vectoriel

Ac QCard('Pl)*l ’ Z /\pF(Xp) S (F])
peP1\{1}

est propre. Comme Y, C Z(F) N Z(G) et ce dernier est de dimension 0, le théoréme de Bézout
nous donne :
deg Y < deg(F) deg(G) < N1L*> < NyDT(T + 1),

e Considérons maintenant le membre de gauche de (17). Comme Ny > 5000, la proposi-
tion III.1 et le lemme III.2 nous donnent :

Ny 2
41 — logD | D <d Z).
<O’ log N, log2 ©8 ) =8 (qg g )

De plus, comme Z C Ya, on a D < deg(Y2) < N;L?, soit, d’aprés le point 4 du fait V.1 :

2

Ny
log 2 '

log NQ

2
——logD <

log(N;L?) < 0,01
Tog 2 og(N1L7) <0,0

En reportant tout ceci dans (17) on en déduit
0,4N )
< NT(T + 1)~
log No — T+ 1)
D’o, en utilisant les inégalités log Ny < (8 + log c2) loglogw’ et T' > 66 :

2
0’402 < 0193 g ’
8 4+ log co 66

contradiction, car ¢; = 3,7 - 10% et ¢, = 2,05 - 10°.
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V.3.2 Cas ou Y] et Y; sont de dimension 1
Soit Z une composante Q-irréductible de Y5 de dimension 1, et soit ¢ € P, tel que a? € Z.

e Supposons dans un premier temps que Z soit de torsion. Si B désigne [¢]~'Z, alors o € B et
B est de torsion. Comme Z et Y; sont de méme dimension, on a :

deg(B) < Ny deg(Z) < Nydeg(V1) < N L < 2¢,9%w(logw’)

De plus, V étant irréductible et non de torsion, V' et B n’ont pas de composante commune, le
théoréme de Bézout nous donne :

D < deg(V) - deg(B) = wdeg(B),
ot D est le degré de « sur Q. Ainsi, comme w’ > 16 :
D deg(B) < (2¢29%)*w* (log w')24 < w?(log w')24 < w7,
Le lemme V.3 ci-dessous nous dit alors :

ha) =

109 /loglogw’\*
w log w’ '

ce qui nous donne bien le théoréme 2.

Lemme V.3 Soit V une courbe de G2, définie sur Q et Q-irréductible de degré w qui ne soit pas
de torsion, et soit o € V\(an)tom. S’il existe une courbe B de torsion définie et irréductible sur

Q contenant «, alors :

h(a) >

5.10—4( log(D deg(B)) )_3
w loglog(D deg(B)) .

DEMONSTRATION - Il existe un sous-groupe algébrique H de G2, et un 0 € (G2)iors tels
que :
B= |J oOH
7€Gal(Q/Q)
Soient a,b € Z tels que :
H= {(x,y) €eG? | 2%y’ = 1}.
Comme a € B, il existe 1) € (G, )tors tel que a¢al = 7. Soit v une racine b-iéme de a; (

n’étant pas de torsion, v € (G, )tors), o0 @ a = 17y~ . En particulier, il existe 7 € (G, )tors

tel que ag = 0y~ Posons M := max{|al, |b|}, on a :

max{h(ai),h(az)}

max{h(+*), h(n'y~*)}
M - h(v)

AVAR VARV

Considérons
g(t) == G(*, nt=*) € Qn)[t],
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ou G € Q[x] est une équation de de V' et \ € Z est choisi le plus petit possible. En particulier
G est nul en « de degré w et a fortiori on a g(y) = 0. Notons que, comme V n’est pas de

torsion, le polynéme ¢ est non nul.

Notons D., := [Q(n,7) : Q] et d, := [Q(n,7) : Q(n)]; extension Q(n)/Q étant cycloto-
mique, la proposition IV.3 nous dit que :

10~3 log(D-) -
h(7) = d, (loglog(D7)> 7

or dy < deg(g) < 2deg(G)M =2wM et D, < DM, d’ou :

5107% [ log(MD) \°
h(y) > aMD) )
wM  \loglog(MD)
ainsi :
h(e) > M -h(v)
5-107% [ log(MD) \°
w log log(M D)

Pour finir, il suffit de remarquer que, comme H et B ont la méme dimension, on a

M < deg(H) < deg(D).

|

e Nous supposerons dans la suite que Z n’est pas de torsion. Nous avons 1’inclusion
U p1Z c 1.
pEP1
Comme les variétés Z et Y7 sont de méme dimension, on en déduit :
i) = h( | 1)2)
pEP1

Notons Wy,..., W, les composantes géométriquement irréductibles de Z. Comme Z n’est pas

de torsion, le lemme 2.3 de [Am-Da] nous dit que, si (p,i) et (p',j) sont deux couples distincts
d’éléments de (P; \ Ecc(Z)) x {1,...,1}, alors les sous-variétés [p]IV; et [p’|W; sont distinctes;
ainsi
!
)= S S M), (18)
PEPL =1
pgEce(Z)
Si W désigne une composante géométriquement irréductible de Z, il nous faut donc majorer le
cardinal de Ecc(Z) et évaluer h([p]W) en fonction de (W ). Rappelons que le stabilisateur de W
est par définition :
Gw ={yeG, |y W=W}= m y W,
yeWw
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en particulier dim(Gw) < dim(W) = 1. Notons ici que les premiers divisant le cardinal de
Gw/GY, (quotient de Gy par sa composante neutre GY,) sont dans Ecc(W)?%. On sait de plus,
d’aprés la proposition 2.1 de [Da-Ph] que :

dim(W)+1

(W) = 2 h(W),

~ Jker[p] N G|

et | ker[p|NGyw | = p™EW | ker[p|NGw /G| < p-| ker[p]NGw /GY|. En particulier si p ¢ Ecc(Z),
auquel cas p ne divise pas |Gw /GYy|, on a :

h[pIW) > p - h(W).

La proposition III.1 et le point 4 du fait V.1 nous donnent de plus

2logdeg(Z 2log L N
Card(Ece(Z)N'P1) < 0g deg >< 98 % < 0,011

log 2 ~ log2 — 7 logN;’
Ainsi, en reportant ceci dans (18) :
. . N, \ N, -
h(Y1) > -h(Z) > Ny) —7m(N1/2) — 0,01 — - h(2).
()2 5 peh) 2 ()~ w32 001 ) B i)
pgBce(7)

Comme N; > 5000, nous déduisons du lemme II1.2 :
N
-h(Z). 19

Comme dimZ = dimY; =dimX; =1let Z CY; C X; on adeg(Z) < degY; < L. La variété Z
n’étant pas de torsion, la proposition IV.1 nous dit :

- _¢ (loglog L 3
hZz)>5° ===
(2) 25 < log L ) ’

h(Y1) > 0,2

de plus, l'inégalité de Landau h(F') + log deg(F') > log M (F') nous donne :
2,05log L > h(F) + log deg(F) > log M(F) = h(X,) > h(Y}).

En reportant tout cela dans (19) on obtient alors

N? loglog L 3
2,05log L > 57— .
05log L =5 log Ny ( log L )

Remarquons maintenant que log N7 < (2+1logec;)loglogw’ et, d’aprés le point 2 du fait V.1, que
log L < 4,3logw’, soit

(log w')4
log log w’ s
( )

NG (loge)’

> >205-5-4,3%.
log N1 — 2+ 1logey (log log w’)S

car ¢; = 3,7 - 10%, contradiction.

4cardinal qui est indépendant du choix de la composante W.
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V.3.3 Conclusion de la démonstration du théoréme 2
L’hypothése (12) est donc fausse, ainsi :
T, log N.
h(a) > L“.
10N1 N5 L
Fait V.4 On a
T log Ny > 15logw’

DEMONSTRATION - Soit (p,q) € P1 X P2, tel que 'ordre d’annulation T3, de F' en oP
vérifie T , = T1. S8i L+ 1 > p, c’est exactement I'inégalité (16). Supposons donc L +1 < p,
comme Ny > N et Ny > p > N;/2, I'inégalité (14) donne :

T log Ny > 2T 10g Ny > (0,999T — 3,05) log(Nl/Q)
soit, d’aprés le point 3 du fait V.1 :

T, log Ny 1,999(0,999T — 3,05) log log w’
(T + 1) loglogw’
g (og")?

>
>
> log log w’
>

9elog W’

Par définition, L < 2wT?, le Fait V.4 montre alors que

1,5 1 (loglogw’)!!
h(a) > —
(o) 2 2-9%2cicow  (logw’)13

ainsi,
1,210~ (loglogw’) "
w (logw’) 1

ha) >

car ¢; = 3,7.10% et ¢ = 2,05.10°.

VI Démonstration du corollaire 1.1

Soient @ := («1,2) un point & coordonnées multiplicativement indépendantes. On peut
supposer sans perte de généralité h(ai) < h(az) < 1et D := [Q(a) : Q] > 2. Soient A € N*
et B := (B1, ) tels que 31 = a; et 33' = ay. Comme 3 est & coordonnées multiplicativement
indépendantes, toute courbe Q-irréductible de G2, passant par (3 n’est pas de torsion. D’aprés le

théoréme 2 nous avons alors :
1,2-10716

———— max {log wg, log 16}_13 .
wo(B) b

h(B) =

On choisit maintenant :

L 2]1(042) 2h(a2) _ h(ag)
A= [h(an] ” o) "7 hia)
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en particulier
h(B) < h(B1) + h(Ba) = h(ar) + A™ h(ag) < 2h(an) ,

et

“0(B) < 200(B) - Q' < 2(AD)? < 220D 2

aq

Nous obtenons alors

1,2-10716 -13
2h(oy) > ————— max 1 log(2(AD)'/?),1og 16
(o) ST {log(2(4D)"/2),1og 16 }
soit . s
3.10~ -
(h(a1)h(az))V/? > Dy e {1og(2(AD)1/2),log 16} . (20)

Minorons le membre de droite, nous avons :
op \ /2
2(AD 1/2<2<—) .
(AD)/= < h(on)

Comme « est & coordonnées multiplicativement indépendantes, a;; n’est pas une racine de 'unité
et la version explicite du théoréme de Dobrowolski par Voutier [Vo] nous donne :

1 _
h(a1) > 1D (log(3D)) ™"
On en déduit
log (2(AD)1/2) < log (4\/§D(log 3D)3/2)
< 2log(3D).
Comme D > 2, nous avons 2log(3D) > log 16, et, en reportant ceci dans (20) nous obtenons :

3.27185.10717

o (log(3D)) ™.

(h(a1)h(az))"/* >

Ainsi C(2)1/% = 2.1072! et x(2) = 13.
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