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G” (Q), le groupe multiplicatif (Q")".

Hauteur de P, c.f. p. 10

c.f. p-25
Un corps de nombres.

Complété de k pour la topologie induite par v.

Ensemble des polyndémes homogénes de degré total L.

Ensemble des polynémes de degré total < L.

Longueur de P, c.f. p. 10

Ensemble des places de k.

Anneau des entiers du corps k.
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CHAPITRE 1

HAUTEURS.

I HAUTEUR D’'UN NOMBRE ALGEBRIQUE.
Définition 1.1 Soita =p/q € Q, (p,q) =1, ¢ > 0, on appelle hauteur de o le nombre :
h(a) = logmax(|p|,q). (h(0) = 0).

Propriétés 1.1 1. h: Q — R,
2. Vho >0, t{a € Q; h(a) < hp} < 00
3. Vr,s € Q*, h(%) < h(r) + h(s)

DEMONSTRATION - 3. Soient 7 = p1/q1, s = p2/q2, on a :

max(|p1 - p2|,q1 - g2) < max(|p1|, ¢1) max(|pa|,g2)

Remarques : ® h(r.r~1) = h(1) =0
o h(r=1) = h(r).

Propriétés 1.2 1. Vr € Q*,Vn € Z,h(r"™) = |n| - h(r).
2.VreQnh(r)=0<re{-1,0,1}.

But : Etendre cette définition a Q.

Définition 1.2 Soit K un corps commutatif. On appelle valeur absolue sur K toute
application |.| de K dans Ry vérifiant :

VA.1VzeK |z =0&2=0

VA.2 Vz,y e K |z -y| = |z| - |y



VA.3 Vz,y € K |z +y| < |z| + |y]

VA.3’ Vz,y € K|z + y| < max{|z|,|y|} Dans ce cas, on parle de valeur absolue

ultramétrique (ou non archimédienne).

Remarque : Dans le cas ultramétrique on a méme, si |z| # |y| : |z + y| = max{|z|, |y|}.
En effet, supposons |z| < |y], on a : [z +y| < max{|z], [y[} = [y| et [y| < max{| -z, |z +
yl} < lyl, d’ou |z +y| = [y|.

Cas K= Q : e || valeur absolue usuelle : |.| = |.|c-
e Soient p premier et a € Q, a = p*B ot B = a/b,p fa,p b, k € Z.
on pose el =p~*  (Iplp = 1)

(Valeur absolue ultramétrique.)

Exercice : Si o € Q*, h(a) =3 )., 108 (max(|ef, 1)).

Définition 1.3 Soit o € Q, on appelle polynéme minimal de o sur Z le seul polynome
irréductible F' € 7[x] tel que F(a) =0 et lc(F) > 0.

Définition 1.4 Soit F € Clz], F(z) =a-(z — a1)...(z — ag).
On appelle mesure de Mahler de F' et on note M(F') le nombre :

M@O) = 0
M(F) := |a|[[}—; max(1,|a;|) si F #0.

Remarque : M (px — q) = q - max(1, |p/q|) = max(|p|, q) donc h(p/q) = log M(gx — p).
(i. e. si @ € Q, et si F est son polynéme minimal sur 7Z, alors h(a) = log(M (F)).)

Définition 1.5 Soient a € Q, F son polynéme minimal sur Z. On appelle hauteur de

Weil de o le nombre : )
h(a) := Q) q log M(F).

Théoréme 1.1 Soit F € Cx|, F #0, on a :

M(F) =exp {% /027r log |F(eit)|dt}.



DEMONSTRATION - Ce résultat est une conséquence directe de la formule de Jensen,
néanmoins nous donnons ici la démonstration originale de Mahler.

Notons M Dapplication :

1 2 .
P en{ / log | ()]t}
T Jo

Le but ici est donc de montrer que pour tout polynéme F' € C[x] on a M(F) =
M(F).

e Remarquons tout d’abord que les deux applications vérifient

M(PQ) = M(P)M(Q) et M(a) = |af
M(PQ) = M(P)M(Q) et M(a) = |a| Y(P,Q,a) € Clx] x Cx] x C

On est ainsi ramené & démontrer le théoréme pour les polynémes de la forme x — «,

c’est-a-dire :
1 27 .
Va € C, 2—/ log ¢ — afdt = log (max{L, |a|})
m™Jo

0

e En posant a = re'® on obtient :

1 27 . . 1 27 .
log e — ref|dt = o / log |e®=% — r|dt
1 027!'—0

=5 B log |e™ — r|du

1 2w .
= %/0 log [€" — r|du

On peut donc supposer « € R, ; il suffit donc de montrer :

2 Jo

1 2w i
Vo E]RJF,%/O log |e® — r|dt = log (max{1,r}). (1.1)

e On pose, pour r € R, I(r) = & 02” log |e®t — r|dt
FAIT : I(r?) = 2I(r).

1 2w .
I(r?) = Y log |e®t — r2|dt
1 047r

= — log |e® — r2|dt on pose t = 2s
47 02
1 4 ;

= —/ log | — 72|ds
27 0

1 2w . 1 2m .
= —/ log|e' — r|ds + —/ log |e** + r|ds
2T 0 2T 0

= 2I(r) en posant u = s — w dans le second membre.



Montrons a présent (1.1) :
1) Si 7 =1 d’aprés ce qui précéde I(1) = 2I(1) donc I(1) = 0 = log ( max{1,1}).
2) Sir # 1, soient n € Net m=2",on a

I(r™) =mlI(r)

On obtient alors :

[r™ —1] < |eit—rm| rm4+1

1 1
—log|r™ —1| < I(r) < —log(r™+1)
m m

IA

I(r) est encadrée par deux suites tendant vers 0 si r < 1 et logr si r > 1, donc
I(r) =log (max{1,r}). [

Théoréme 1.2 (de finitude de Northcott) Soient d € N*, hy € R;..
Alors { 0 € Q|[Q(a) : Q] < d et h(e) < hg } est fini.

Remarque : La hauteur d’un nombre algébrique est toujours positive, en effet, si F' € Z[x]
ona M(F) > |le(F)| > 1.

On peut alors se demander quels sont ceux de hauteur nulle; la réponse est donnée
par un théoréme de Kronecker, que nous verrons plus tard. Avant de démontrer le

théoréme 1.2, nous allons donner quelques définitions.

Définition 1.6 Soientd € N et F € Clz]<q, F = agz%+. . .4+aq. On appelle respectivement

hauteur H et longueur L de F' les nombres :

H(F):=max;—g..4|a;]|
L(F):=3_i..qla;]

Propriétés 1.3 Si on note ||.||2 la norme quadratique sur Clz]<q (associée au produit

scalaire < F, g >= % 02” F(e?)G(ett)dt), on rappelle que l'on a, la base (1,...,2%) étant
orthonormée :
d
1713 =Y la;|*
j=0

De plus, si l'on note |F| := max,—; |F(z)|, on a les égalités suivantes :

H(F) <|[Fll2 <|F| < L(F) < (d+1) - H(F).
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Remarque : La mesure de Mahler n’est pas une norme sur Clz] : M(F + G) £ M(F) +
M (G). En revanche on peut montrer que 'on a : M(F + G) < M(F)+ M(G) + log 2.

Lemme 1.1 Soit F € C[z], on a : M(F) < |F| (conséquence du théoréme 1.1). De plus
M(F) <|[[F|l2.
Lemme 1.2 Soit F € C[z] de degré n, on a :

L(F) <2"M(F).

Remarque : Cette majoration est optimale, en effet, si FF = (z — 1)" on a :

M(F)=1
L(F) =3 <Z> —2n = 2". M(F)
h=0

DEMONSTRATION - On écrit F(2) =ao + ...+ an2" = an [[7_;(# — ;), on a:

n
anp—1= —0Qnp - E aj

7=0
Ap_92=2an - E ajoy
i<k

n
ag = (-1)"a, H o
Jj=0

n n
o1l <lan] ) T[max(t, )
j=1

< (Z)M(F) k=0,1,...,n.

d’ou L(F) = ¢ lan—k| <27 (F). [ |

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme 1.2 :

DEMONSTRATION - Soit @ € @, h(a) < hg et [Q(a) : Q] < d. Soit F,, le polynéme
minimal de o sur Z, on a :
M(Fa)

o) = ey - @ <
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soit M (Fy) < e®ho_ Ainsi, d’aprés la proposition précédente :
L(F,) < 2"etho,

Comme L(F,) est majorée par une fonction de d et hg, F, étant & coefficients
entiers, il n’existe qu’un nombre fini de polynémes possibles, donc qu’un nombre
fini de o. [

Notation : On note Q;,,, le module de torsion du Z-module @, i. e. I'ensemble des

racines de 'unité.

Corollaire 1.1 (Kronecker) Soit a € @*, on a ’équivalence suivante :
h(a) =0 < a € Q,,,.

DEMONSTRATION -

<. Si a est une racine de 'unité alors F, est un polynéme cyclotomique. En
particulier il est de la forme F,(x) = [[(x — ¢;) o ¢ est une racine de l'unité,
donc de module 1. ainsi M(F) =1 et h(a) = 0.

=. Supposons h(a) =0 (a # 0). Comme M (F,) = 1, tous les conjugués de « sont
de module plus petit que 1, il en est de méme pour ceux de a”, pour tout n € N,
ainsi h(a™) = 0.

Fixons hg > 0 quelconque, posons d := [Q(«) : Q|, on obtient alors 'inclusion

suivante :
{o" |neN}IC {Be€Q" | h(B) < ho,[Qa) : Q] < g}

Donc, d’aprés le théoréme 1.2 de finitude de Northcott, ’ensemble {a™ | n € N*}
est fini, c’est-a-dire qu’il existe deux entiers distinct n et m tels que o =a™. N

Conséquence : Si @ € Q" n’est pas une racine de 'unité, alors h(e) > 0.

Exemple : o := 24 > 1.
log 2
[Q(a) : Q] =d, Fa(x) =x?—2, M(F) =2 et h(a) = &=

L’exemple précédent montre que la hauteur d’un nombre algébrique peut tendre vers
0 quand son degré tend vers l'infini. Mais le probléme a été étudié plus en détail par

Lehmer, voir [Leh], il pose la question :
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Conjecture 1.1 Il existe un nombre réel une constante ¢ > 0 telle que, pour tout o €
Q" \@;Ts, on ait :

Ceci reste aujourd’hui un probléme ouvert, ’exemple précédent nous dit que si une

telle constante c existe, alors ¢ < log 2.

Remarque : Il suffit en fait d’étudier le cas des entiers algébriques. En effet si o € Q
n’est pas un entier, alors son polynéme minimal sur Z a un coefficient dominant > 2, en
conséquence : h(a) > log2/[Q(a) : Q).

Il est remarquable qu’aprés bien des années et calculs, le polynéme de plus petite

mesure de Mahler connu reste celui donné par Lehmer lui-méme :

Flz)=2042% 2" —28 -2 —o* 23+ 241, MF)=1,176....

II  VALUATIONS ET VALEURS ABSOLUES.
Dans la suite, k désigne un corps commutatif.

Définition 1.7 On appelle valuation sur k une application v : k — RU{oo} vérifiant :
(V1) Yz € k, v(z) =00 & = 0.
(V2) Vz,y € k, v(zy) = v(z) + v(y).
(V8) Yx,y € k, v(z +y) > min{v(z),v(y)}.

Exemple important : Valuation sur Q (k = Q) :

Soient p premier, et z =y - p* € Q, avec y = a/b, (a,p) = (b,p) = 1, on note vp(z) :=
a € Z.

Exemple : 1)3(%) = -2 - % — 3*23_
Remarque : v : (k*,.) — (R, +) est un morphisme de groupes.

Exercice : Soit |.| une valeur absolue sur k.
1. 1] =1

2. Y(w,n) € k x N*, w" = |w|=1.

13



3. Si || est non archimédienne, on a Vz,y € k, |z| # |y| = max{|z|, |y|} = |z + y.

Remarque : Si k est le corps des fractions d’'un anneau A et si |.| est une application
de A — {0} dans R qui satisfait (VA2) et (VA3), alors elle définit de fagon unique une

valeur absolue sur k.

Remarques :
e Si v est une valuation sur k et a €]0, 1[, on peut lui associer une valeur absolue |.|
sur k :

0 siz=0 o
|z| = ) est une valeur absolue ultramétrique.
a’@® siz £ 0

e Si |.| est une valeur absolue ultramétrique sur k et b € R%, on peut lui associer une

+o00 sizx=0
v(z) = .
{ —blog|z|six #0

valuation v sur k :

Proposition 1.1 Soit (k,v) un corps valué.
1. A:={x €k | v(x) >0} est un sous-anneau de k.
2. Pourtoutxz € k*, onax € A ouz ! € A.
3. k est le corps de fraction de A.
4

.m:={z €k | v(x) >0} estle seul idéal mazimal de A.

DEMONSTRATION - Exercice. |

Définition 1.8 Le corps A/m est appelé corps résiduel de (K,v).

Remarque : Si |.| est une valeur absolue associée a v (i.e s’il existe a €]0, 1] tel que : pour
tout z € k, |z| =a’@), alors: A={z ck||z|<1}etm={z k| |z| <1} (cela est
indépendant de a.)

Définition 1.9 Deuz valeurs absolues |.|1 et |.|2 sont dites équivalentes si elles définissent

la méme topologie, on note alors |.|1 ~ |.|2.

Proposition 1.2 Soient |.|1 et |.|2 deuz valeurs absolues sur k, les 3 assertions suivantes

sont équivalentes :

14



1. |1 ~-|2-
2 {zek||lzh<1}={zek||z)1 <1}
3. 3b>0|Vrek, |z)1 = =5

DEMONSTRATION -
3. = 2. = 1. Facile.
1.=>2 Mj={z€k||z|; <1} (j =1,2). Ona:weMjﬁw"T)O.

J
2. = 3. Supposons My = M =: M, on a M = {0} si et seulement si les |.|; sont

triviales, dans ce cas on obtient 3. en prenant b = 1; on peut donc supposer |.|; et
|.|]2 non triviales.

Soit y € M — {0}, on pose b := iggizt ;onab>0car|yl1 <1let|yl2 <1.

On veut montrer que b ne dépend pas de y c’est-a-dire :

log|z|y _ log|z|s
loglyli  log|yl2

Vz € k*,

Soit z € k*. Si |z|1 = 1, alors |z]a = 1; en effet, si |z]2 < 1 (resp. |1/z|2 < 1) alors
|z|y < 1 (resp. |1/z|y < 1), car My = Ms.

On peut maintenant supposer € M, i.e |z|; < 1 (j = 1,2), quitte & considérer
1/z.

1 1
Supposons par exemple —& |z]1 og |z|2

logly[s ™ loglyl2”
Soient m,n € N* tels que

log|lz]1  m log|x|2

loglylp ~n loglyl2’

en paticulier :
nlog|z|2 < mlog|y|2 et nlog|z|i > mlog|yl1,
or, pour 7 = 1,2 nous avons :

nlog|z|; < mloglyl; <= |=[} <|y|]"

d’ou une contradiction. |

15



Corollaire 1.2 Si |.|1 et |.]a sont associées & la méme valuation v (i. e. |.]1 = a;’(z) et

(w))

v 2 .
l.l2 =aq ), alors elles sont équivalentes.

Définition 1.10 Soient vy et vo deur valuations, |.|; = ail’l(z), l.]2 = agz(z), a; €]0,1].
On dit que vi et va sont équivalentes si |.|1 = et |.|2 le sont, dans ce cas on note de

méme : v1 ~ V3.

Corollaire 1.3 Soient v1 et va deuzr valuations sur k.

Alors
vy ~ve={z €k | vi(z) >0} ={z € k | va(x) > 0}
<Ib>0; v1=>b-vy
Notation : Soit z € Q, on note |z|, := p~ @ = p @) on Pappelle valeur absolue
normalisée (a = %), et |z|oo := |z|.

En fait, en dehors de la valeur absolue triviale, il n’existe que 2 types de valeurs

absolues sur Q, résultat montré par Ostrowsky :

Théoréme 1.3 (Ostrowsky) Soit |.| une valeur absolue non triviale sur Q, alors :

1. Sl existe n € N* tel que |n| < 1, alors il existe (p,a) € Px]0,1[ tel que |.| = a*»().
2. Sinon il existe o €]0,1] tel que |.| = |.|%.
DEMONSTRATION -

1. Soit p{* - - - p&r la décomposition de n en facteurs premiers, on a :
Vie{l,...,r}, |pil >1=|n| > 1,

donc il existe un nombre premier p tel que |p| < 1.

e Montrons que pour tout entier m, |m| < 1.
Soient m € Z et k € N*, on a :

mk = Cko T Ceap+ ...+ Ck’hkphk ou Ck,j € {0, e, P — 1}, Ck,hy, # 0.

En particulier

1 k 1
logp logp

Par ailleurs, si on pose M := max{|1|,|2|,...,|p — 1|}, alors :

|m|F = |m* < (1+hy) - M car|p| <1dou:

1/k
< (1 klogm) Ml/k 1
[m] —( + Togp f+00

16



e Montrons maintenant que pour tout nombre premier ¢ distinct de p, on a |g| = 1.
Soient g premier q # p et k € N*, supposons |g| < 1. D’aprés Bézout, il existe des
entiers A\ et ux tels que A\gp® + prg® =, d’ou :

11 < [Aellpl* + |uxllal*
< |p|* + |g|* ——— 0 absurde.
k—-+oo

e Pour finir, posons a := |p| < 1. Soit z € N* et écrivons z = p¥(®).2/ ou (z/,p) = 1.

D’aprés ce qui précede, |2/| = 1, donc |z| = a*»(®).

2. Par hypothése on a : Vn € N* | |n| < 1. Soit n € N* tel que |n| > 1 (il existe car

|.| est supposé non trivial).

e Montrons 1’assertion suivante :

vo e v, Joglel _ logln|
logx logn

Soient z,k € N*, on a :

k h N
™ =cpo+cein+ ... +cppn* ot e €{0,...,n—1}, cpp, #0.

En particulier

hy < log(z*) _ klogz

logn logn
Par ailleurs, si on pose M := max{|1|,|2],...,|n — 1|}, alors :
k k h |’I’L|h’c -1
lz|® =z < (1 +hg) - M(|[1] + |n| + ...+ |n] k):Mlnli—l
1/k
k(1 logn)+1
lz| < |n| (log z)/(logn) 1 MR |,n|(10g:l:)/logn.
|’I’L| -1 k—+o0

11 suffit alors de remarquer que 281l €]0, 1] car |n| < 1] +... + [1] < n.

logn
log |n]|
logn ?

e Posons a := il faut maintenant vérifier que

Ve e N*, |z| = z°.

Soit z € N*, si || > 1 on obtient, en appliquant 2 fois le point précédent (en

intervertissant le role de z et n la seconde fois) :

loge| _loglnl _

logz  logn

17



d’ou |z| = z°.

Si|z| =1, on a |nz| = |n| > 1 donc |nz| = |nz|% = |n|%|z]%. De plus, comme
_ log|n|
a= logn ?

on a |n| = |n|% donc |z| = |z|*. [ |

Proposition 1.3 (Formule du produit) Soit z € Q*, on a :

|z]oo - H |zlp = 1.

p premier

DEMONSTRATION - On peut supposer z € N*; soit p7" ... p2" sa décomposition en

nombres premiers, on a :

[Tloo = P17 = ]yt

IIT GENERALISATION DE (Q A UN CORPS DE NOMBRES.

III.1 Notations et rappels

Pour plus de détail, on pourra consulter ici [Ma].
Soient k& un corps de nombres et Oy son anneau des entiers, on a :
k:Q=#{c:k—=>Q}=r+2sour=#{oc:k—=RNQ}.

01,...,00 :k—>RNQ

Orglye--y0pps - k= Q
Ortstly---, 025 k= Q
N —r S~~~

Or+1 Or+ts

Décomposition des idéaux.

Proposition 1.4 Soient I, J des idéaux de Oy, alors I|J si et seulement si J C I.

Théoréme 1.4 Tout idéal I de Oy, posséde une unique décomposition en produits d’idéaux
premiers PpL .. .'P;" (A\j €N).

18



Définition 1.11

e Soit I un idéal de O, on appelle norme de I le nombre ||I|| = [Of : I].

e Soient Q C k C F des corps de nombres, Q un idéal premier de Op et P := QN Oy.
On appelle indice de ramification de Q sur P et on note e(Q|P) la puissance de Q

intervenant dans la décomposition de P.

Propriétés 1.4 Soient Q C k C F des corps de nombres, Q un idéal premier de Op,
P=0N0O,y etP:=0QNZ, ona:

e(Q|P) = e(Q|P) - ¢(P|P)

Définition 1.12 Awvec les mémes notations, on appelle degré d’inertie de Q sur P et
on note f(Q|P) la dimension [Or/Q : O /P].

Définition 1.13 Soient P € Spec(Oy), et d := [F : k], on dit que :
o P est inerte dans O si POp est premier.
e P décomposé sinon.
o P est totalement décomposé dans O si POp = Q... Qy4.
o P est ramifié dans Of s’il existe Q € Spec(OF), Q|P tel que e(Q|P) > 1.
e P est totalement ramifié dans Op POp = Q4.

Propriétés 1.5 Avec les mémes notations, on a :
f(QIP) = f(QIP)- F(P|P)
Théoréme 1.5 Soient Q C k C F des corps de nombres, P € Spec(Ok).

Soit Q7' ... Q% (e; > 0) la décomposition en idéaux premiers de l'idéal POF, on a :

T

D " e(Q5IP) - £(QiIP) = [F : k]

J=1

e Valeurs absolues archimédiennes.
Soit k£ un corps de nombres. Les plongements o;, j = 1,...,r + s définissent des valeurs

absolues archimédiennes sur Q :

Veek, oo, =lo(@)w  (onala(@) = o))
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e Valeurs absolues ultramétriques.

Définition 1.14 Soit k un corps de nombres, soient I un idéal fractionnaire et P un
idéal premier non nul. On note P := P NZ et X la puissance de P intervenant dans la
décomposition en idéauz premiers de I (A € Z).

On définit la valuation P-adique de I :

A
)= Cplp)

Définition 1.15 Soit x € k, avec les mémes notations, on définit la valeur absolue
P-adique (normalisée) :
|z|p == pvP( @)

9’

ou p € Z est le générateur positif de P N Z.

II1.2 Valeurs absolues équivalentes.

Notations : My oo = {01,...,0r4s}
My = My oo U{P € Spec(O) — {(0)}}

Nous 'avons vu, & chaque élément de My on peut associer une valeur absolue. Nous
allons voir qu’en fait celles-ci sont 2 & 2 non équivalentes et qu’elles sont les seules sur k ;

on parle de "place", c’est & dire de classe d’équivalence de valeur absolue.

Théoréme 1.6 1. Les valeurs absolues définies par les plongements o, 0 € My o

sont deuz a deuxr non équivalentes.

2. Si|.| est une valeur absolue sur k archimédienne, alors :
JoeMpoo; ||~ | o

Théoréme 1.7 1. Soient P, Q € Spec(Oy) non nuls et distincts, alors |.|p # |.|o-

2. Si|.| est une valeur absolue ultramétrique sur k alors :
3P € Spec(Ok) 5 || ~ ||
Notations : Soit v € My, on note :

1 siv € M, (v|00) et siv =0, o(k) CR (K,
ny(= [ky 1 Qy]) :== ¢ 2 siv € Mpoo (v|oo) et siv =0, o(k) LR (K, =
e(P|P)- f(P|P) siv~PetP:=PNZ

20



Théoréme 1.8 (formule du produit) Soit o € k*, on a

T ok =

VEMy

DEMONSTRATION - Soit a € k*, on a :
(a) = Pfl .. .'Plal a; c Z, Pj c Spec(ok) — {(0)}
Pour tout j on note (p;) :=P; N Z.

II lalr= I lo(@)l=IN§(«)

vEMy c:k—C
v|oo

!
= H |P;il|%  (voir [Ma] p.66)
H paJ F(Pjl(ps))

or vp,(a) := m donc

! l
H |0€|n” _ f(PJl(pJ))e(P]|(pJ )U’P () H vp; (a)np

vEM,, J 1
v|oo
! n
—np,; —
= Ilalp,” = TI lak™
j=1 VEM
vfoo

On s’intéresse maintenant au prolongements des valeurs absolues.

Définition 1.16 Soient Q C k C F' des corps de nombres, v € My et w € Mp. On dit

que w divise v et on note w|v si pour tout o dans k, on a ||y = |aly.

Proposition 1.5 On reprend les mémes notations.

1. Siv,w|oo, associés respectivement auz plongements o : k — C et 7: F — C alors
on a :

wlv <= 7)), = 0.

2. Si v,w { 0o, associés respectivement auz idéaur P € Spec(Ok) — {(0)} et Q €
Spec(OF) — {(0)} alors on a :

wlv <= Q|POF.
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DEMONSTRATION -
1. Supposons w|v, on a par définition : Vo € k, |o(a)| = |7(c)|. Ainsi 7y, est
un plongement de k£ dans C qui définit la méme valeur absolue que o donc
Ty = 0, car il n’y a qu’un représentant de chaque classe dans Mj.
L’autre sens est facile.
2. Supposons Q f POF, on a alors POr ¢ Q d’aprés 1.4 et a fortiori P ¢ O.
Ainsi il existe a € P — Q,on a: |ajp < 1 et |a|g =1, donc w { v.
Supposons maintenant Q | POp, et soit @ € O — {0}. Considérons les
décompositions de (a) dans Oy et OF :
@y, = Pprr(@)e(PIP)
aOp = ,p(z)?v(a)e(PIP)
aOfp = Q;SQW)UP(O‘)@(PW)

0O = Qi(@Pro(@

or

donc vp(a) = vg(a) et |alp = |alo.

|
Lemme 1.3 Soient k C F' deux corps de nombres, on a :
Yoe My, S 2o [F: k.
wEMF nv
w|v
DEMONSTRATION -
e Supposons v|co, on a :
N
> =2 =[F : Klsep
wE/lVlF Ny
e Supposons v t 0o, associé & un idéal P, POp = Qi(gﬂp) .. QT(Q”P), on a:
l
Nw _ N IQ;
PR Dl
’wE./l\/lF j=1
l
-y e(Q;|P)f(Q;1P)
2 e(PIP)f(P|P)
l
=D e(Q5|P)f(Q;|P)
j=1
= [F: k]
[ |



IV HAUTEURS ET VALUATIONS.

Nous donnons ici une nouvelle définition de la hauteur d’un nombre algébrique, celle
ci ayant l'avantage de se généraliser facilement en dimension supérieure, nous verrons

plus tard que les 2 coincident bien.

Définition 1.17 Soient a € Q et k un corps de nombres contenant o, on définit la
hauteur de « :

1
h(a) = ] > nylog™al,,

] VEMy,

ot log™ (|a|) désigne log(max{1, |a|}).

Ceci est une "bonne" définition (i. e. indépendante de k) : considérons un corps de
nombres F' contenant k ;

Z Z N log™ |aly

vEM) wEMPE

w|v

[F ) Z Ny log™ |l Z —

vEMy, weMp T

wlv

Z Ny log™ |alw = [F )

wEMF

[F: Q]

= [F:K] Z ny log™ oy

[FQ] VEM
1
- o log™ |atlo.
o Q ZM" o8 ol

Propriétés 1.6 Soienta,f €k etn €Z, on a :
1. h(aB) < h(a) + h(B)
2. h(a™) = In| - h(e)

3
4. h
5

DEMONSTRATION - Soient o, 8 € k
1. Soit v € My, on a max{|af|,1} < max{|a|,1} max{|5|, 1}, donc
log* af| < log™ |a| +log™ |4,

et a fortiori h(af) < h(a) + h(5).
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2. Soit n € Z, on a :

log™ |af} = logmax{1, |a}}
= |n|log max{1, ||, } sin > 1
= |n|logmax{1,|a"Y,} sin < 1,

il reste donc & montrer que h(a) = h(a™1).
On a max{1, |a|,}/ max{1,|a|; 1} = |a|, d’ou :

log™ |aly, — log™ |a|;! = log |al,.
Ainsi, d’apreés la formule du produit (1.3) :

1
[k:Q

h(a) —h(a 1) = Z ny log |al, = 0.

VEMy
3. Il suffit ici de remarquer que pour tout = € R, log™* (z) > 0.
4. On a h(a) =0 < Yv € My, |af, < 1.

En particulier : Pour tout v € Mpy,v t 00, |al, < 1 donc pour tout P €
Spec(Ok), vp(a) <0et @ € O, 0on a:

h(a) =0 a€Oet |o(a)|<1, Vo:k—=C
Sa=0oulo(a)l=1, Vo:k—=C,i e. a€O}.

Donc si h(a) = 0 alors « est un entier algébrique dont tous les conjugués sont
de module inférieur & 1, donc, d’aprés un théoréme de Kronecker (voir par

exemple [Go| p.90), a est nul ou une racine de I'unité, i. e. un élément de
——%
@tors'

5. On a :
max{1, |a+ Bl,} < max{1,|al, +|B[»}
< 2-max{1, |aly, |Bl.}
< 2-max{l, |al,} max{1,|B],}

d’ou1 la derniére assertion de la propriété.

On sait que, pour tout entier z, |z| > 1, généralisons cela :
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Théoréme 1.9 (Inégalité de Liouville) Soit o € Q", on pose :

S 1siQa) CR
) 25 Qa) ZR

Alors,
nelog(a) 2 —[Q(a) : Q- h(a) (= —log M(a)).

DEMONSTRATION - On pose k := Q(a) C C, on a:

0 = Z ny log |aly

VEMy
< neologlal + Z ny log™ |l
vEMy,
< neologlal +[Q(e) : Q - h(e).

Pour finir ce chapitre, nous allons montrer que les 2 hauteurs coincident, commengons

par introduire une nouvelle hauteur sur les polynémes :

Définition 1.18 Soit P € Q[x], P = Z?:o ajz? et soit k un corps de nombres tel que

P € k[x], on pose :
1
ho(P) = —— Y nylog|P|,,
[k ' Q] ’UEMk

ot
P, = max; |ajl, $iv{oo
? M(o(P)) siv|oo, v~o

Remarque : Comme pour la hauteur d’un nombre algébrique, cette définition a bien un

sens : elle ne dépend pas du corps k (méme raisonnement).

Exemple : Soit P € Z[x] primitif (i. e. pged(a;) = 1), on a, pour tout p premier de Z :
max; |aj|, = 1, donc ho(P) = log M (P).

Propriétés 1.7 Soient P,Q € Q[x] et A € Q, ona:
1. ho(P- Q) = ho(P) + ho(Q)
2. ho(AP) = ho(P)
3. ho(z — A) = h(N)
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DEMONSTRATION -
1. Exercice.

2. Il suffit ici d’appliquer la formule du produit.

3. Ona:
max;{1,|A[,} siv{oo
|z — Ay :=¢ M(x—o0())) =max{l,|o(\)|} siv]oo, v~o
= max{1,|Al,}

d’ou le résultat.

Lemme 1.4 Soienta € Q, et o : Q(a) — C.
Alors h(o(a)) = h(a).

DEMONSTRATION - Soient d le degré de a et a1, ..., aq ses conjugués.
On pose k := Q(ai,...,aq), la cloture normale de Q(a). Notre but ici est de

montrer 1'égalité :

1 1
% Z ny logmax{1, |al,} = mvesz n, logmax{1, |o(a)|,}.

vEMy, .
e Siv|joo,v~T:k<> ona:
lo(@)]y = |T o o(a)| = |a|y ot v ~Too0.

eSivfoo,v~P,(p):=PNZona:

a0, =P*... et 0(a)Of = (6P)°...

De plus, (p) étant stable sous I'action de Gal(k/Q), si P € Spec(Oy) divise (p), alors
oP € Spec(Ok) et divise (p) également. En appliquant le le corollaire de théoréme
23 de [Ma] par exemple, on obtient :

e(Plp) = e(aPlp),

d’ou :
_ 1
VP € Spec((’)k), |a|73 =p Pl = |Oé|g73.
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Comme annoncé plus tot, nous montrons ici que les 2 définitions de hauteur d’un

nombe algébrique coincident :

Théoréme 1.10 Soient a € @*, et P son polynome minimal sur Z, alors :

M(P)
h(a) =
[Q(a) : Q
DEMONSTRATION - Soit d le degré de a, et notons aj, ..., aq les conjugués de «,
on a, d’aprés 1.7 :
d
log M(P) = Z ho(x — o)
j=1
d
= > h(ay)
j=1
Il suffit alors d’appliquer le lemme pour conclure. |
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CHAPITRE 2

DIFFERENTS RESULTATS.

I THEOREME DE LOHER
On utilisera dans cette section la hauteur non logarithmique :

Définition 2.1 Soit o € Q, on appelle hauteur non logarithmique et on note H () le
nombre :
H(a) := exp(h(a)).

Remarque : Pour tout o € Q" et tout n € Zona: H(a™) = H(a)!™ (voir propriétés 1.6).

Dans cette section nous allons donner un résultat effectif renforgant le théoréme de
Northcott 1.2. Rappellons que ce théoréme énonce, que, étant donnés un entier naturel

nonnul D etunréel H>1ona:
#{a €T | H(a) < H,[Q0) : Q] < D} < oo,
et, par conséquent, si on fixe un corps de nombres k fixé, I’ensemble :
k(H) = {a € k|H(a) < H}

est aussi de cardinal fini. Notre but est de donner une majoration de #k(H).
Un résultat de 1979 de S. Schanuel donne une premiére estimation du cardinal de

Théoréme 2.1 (Schanuel [Sch]) Soit k un corps de nombres de degré D et soient hy, le
nombre de classes, Ry, le régulateur, wy, le nombre de racines de l'unité, dy le discriminant,
r et s le nombre de plongements réels et complexes (respectivement), et (i, la fonction zéta

de k, nous avons
#k(H) = S,(1)H*Y + 0 (H*’71),

avec

2
_ hgpRpfwp (27(27)°\ g
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Malheureusement, le terme d’erreur, qui provient d’un comptage de points entiers,
semble difficile & rendre explicite. Le théoréme suivant donne une majoration explicite du
cardinal, avec une dépendance quasi-linéaire en le degré de k (en dehors du terme H?P,

inévitable d’aprés le théoréme de Schanuel) :
Théoréme 2.2 (Loher) Soit k un corps de nombres, et soit H > 0, nous avons :
#k(H) < 37-(Dlog DYH?P.
Remarque : D’aprés le théoréme de Kronecker 1.1, nous avons avec ces notations
k(1) = Ox N @Eors u {0},

et
#k}(l) =14 wg,

pour tout corps de nombres k. En considérant un corps cyclotomique k = Q(exp(2iw/n)),

nous avons wg = n et

n

[k: Q] = ¢(n) ([HW, Theorem 328]).

> loglogn

Nous en déduisons
#k(1) =n+ 1> Dloglog D,

ce qui montre que, méme pour une petite hauteur, I’estimation du théoréme de Loher est

étonamment précise.

Corollaire 2.1 Pour tout corps de nombres k de degré D > 2, nous avons
Sk(1) < 37dlogd.
Corollaire 2.2 Soit o € Q" \@;ors de degré D, alors :
h(c) > (74e) 1D~ %(log D)~

DEMONSTRATION - Soit o € Q" \ Qfoyg, de degré D et soit H > 1 un paramétre
qui dépend de D.

Posons N := #k(H) + 1; on a nécessairement :
{1,0,0%,...,0V 1} ¢ k(H),
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il existe donc un entier n € {0,..., N — 1}, tel que :
H(™)> H et (N —1)h(a) > nh(a) > log H.

Par ailleurs, le théoréme de Loher assure que N < 37(Dlog D)H?P + 1, il vient

donc
37(Dlog D)H?*Ph(a) > log H,
et log B
0g
h .
(@) > 57 (Dlog DYH?P
En étudiant le terme de droite de cette inégalité, il est facile de voir que le bon
1/2D

choix pour la valeur du paramétre H est H = e pour laquelle nous obtenons

h(a) > % = (74e) 'D 2%(log D) 1.

Le reste de cette section est consacrée & la preuve du théoréme de Loher. Elle repose sur
l'utilisation de I'inégalité d’Hadamard (lemme 2.1), de la formule du produit (Théoréme

1.3) et sur le principe des tiroirs de Dirichlet.

1.1 Lemmes préliminaires.

Lemme 2.1 (Inégalité de Hadamard) , Soient N € N* et A € Mn(C), A = (2i )i,

on pose A :=det A, on a :

N N 1
Al <L 1z
L1{2,

=1
N N ;
n1/2
Al < E :(H|Zw| )
j=1 i=1
On va appliquer ce lemme au Van Der Monde de N points ag,...,anN, . €. :
2 N-1
1 o1 of ... g
2 N-1
1 a2 o5 ... oy
2 N-1
1 av ay ... ay

Notation : Dans la suite, B(z,) désigne la boule fermée de centre z et de rayon 7.
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Lemme 2.2 Soient z€ C, r >0, n € N* et a1,...,a, € B(z,7), alors

|det(a‘zfl)| < NN/27'N(N71)/2.

DEMONSTRATION - Le determinant étant une application multilinéaire alternée,
quitte & composer par 'application a; — (a; — 2)/r , on peut supposer z = 0 et
r =1, i. e. pour tout (i,5) € {1,...,N}2, ol ! <1.

On applique alors I'inégalité d’Hadamard du lemme 2.1 au Van Der Monde des «; :

N N

H o201
1

i=1 \j=
N
1R
i=1

< NNV,

| det(a )2

IA

IN

Lemme 2.3 Soientr € R}, n e Net S C RN ; on pose M := #(Sﬂ B(0, 1)) et on
suppose M > 1.
Alors, il existe z € B(0,1) tel que

HsnBen) 2 (1) m

DEMONSTRATION - Soit z € B(0,1+ r), on pose
M(z) := #(SN B(z,r)).

Pour tout sous-ensemble A de RV, on note x4 sa fonction indicatrice ; remarquons
que pour tout z,w € RY on a XB(zr) (W) = XB(w,r)(2)-
Quitte & considérer S N B(0, 1), on peut supposer S C B(0,1) , on obtient alors :

XBwm(2)dz = / X5t (2)d2
= / E XB(z,r) (w) dz
B(0,1+)

wes'!

M(2)

Pour w € S, on a B(w,r) C B(0,1+ ), donc fB(O 147) XB(w,r)(2)dz est égale a la

mesure de Lebesgue de B(w,r), c’est & dire a Yo7, pour un certain ,, donc

Z /B XB(w,r)(2)dz = Z AN = M.

wes ? B(0,1+7) weSs
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La valeur moyenne de M (z) sur la boule B(0,1 + ) vaut alors :

]{B(OM) Mz = — sy i o /B(O, 4 r)M(2)dz = M (1 : T)N.

Il existe donc z € B(0,1 + r) tel que

#(SN B(z,1)) > <1—T|_T>NM

I.2 Preuve du théoréme de Loher (2.2)

On montrera ici simplement 1’estimation :
#k(H) < (Dlog D)H?".

Par le théoréme de Northcott 1.2, nous savons que le cardinal de k(H) est fini. De
plus k(H) contient 0, 1, et —1, et, comme H(a) = H(a™!) pour tout a # 0, les autres
éléments de k(H) se regroupe en couple (a,a~!) avec a # a~1; soit M D’entier tel que
#k(H) = 2M + 1. 1l existe alors M éléments non nuls a4, ..., ap dans k(H) de module
inférieur ou égal a 1.

Pour tout N € {1,..., M — 1}, notons

1

TN = —————,
(3)"" -1

ol Moo = 1 si k C R et ny = 2 sinon. Pour tout N < M/4,onary <1 et

Moo 2
N.= N M> [N
147y 1+7ry

Nous considérerons dans la suite un entier N < M/4.

Quitte & renuméroter les o, d’aprés le lemme 2.3, avec S = k(H), il existe un complexe
z € C tel que ay,...,an € B(z,ry). Par le lemme 2.2, le déterminant de Van der Monde

Ay := det(af ~1) qui est non nul (puisque les a; sont distincts), vérifie :
N(N—1)/2
|Ay| < NN2NIND/2

Evaluons |A |, pour toute place v du corps k.

Tout d’abord, pour une place archimédienne v associé a un plongement ¢ de k dans C,
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nous avons, par l'inégalité de Hadamard :

N N 1/2
ANl = [o(AN] <TT [ D lo(es) P60~
i=1 \j=1
donc
Al 1/2
|AN|v < H (Nmax 1 |U(az)|)2 (N- 1))
i=1
< NN/2HmaX(1,|ai|v)N_1.
i=1

Par ailleurs, pour une place ultramétrique v, puisque nous avons
V(i,5) € {1,..., N}, |ai — ajl, < max(1, |a;]y) x max(1, |a;],),

il vient

An|y < Hmax (1, |ailo)N 1 sivfoo

Al < NN/2 N(N 1)/2

Aynl, < NN2 Hmax(l, lailo)V 1 siv] oo, ||y # |-loo

i=1

En appliquant la formule du produit au déterminant Ay # 0, on obtient :

1 = ] I1ank

VEMy
N-1
EvEMk

vy N
(N7l (D2 | T [T max( el

vEMy i=1

NDN/2 TnooN(N )/2 HH ) PWN-1)

IA

IN

NDN/2 . Tr];ooN(N—l)ﬂ . ZI_IDN(N—1)7

IN

d’ou

e e N(N-1)/2
<< M ) Y _ 1) < NDN/2pDN(N-1).
¥ <

On en déduit :

1/n0o

et
M < 2N - (1+ NP/(N=1)y. g2b
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Enfin, par hypothése, nous avons #k(H) = 2M +1. Si M < D log D, alors le résultat
de Loher est immédiatement montré.
Dans le cas contraire, le choix de paramétre N = O(Dlog D), avec N < M /4, donne

estimation attendue, 1 + NP/(N=1) gtant alors borné :
#k(H) < c- (Dlog D)H?P,

pour une certaine constante c. |

II CAS PARTICULIER D’UNE EXTENSION ABELIENNE

Bien que la conjecture de Lehmer reste encore non démontrée, on peut dans certains
cas obtenir de meilleurs résultats, c’est le cas notamment dans le cas d’une extension
abélienne de Q, i. e. galoisienne de groupe de galois abélien. Plus précisément, F. Amoroso

et R. Dvornicich [AmDv1] ont montré le résultat suivant :

Théoréme 2.3 Soit L/Q une extension abélienne et soit o € Lx, a ¢ Qyops, alors

log(5/2)
h(a) > T

log(5)

Par des arguments un peu plus fins, [AmDv1] ont méme montré h(a) >
Comme nous le verrons, de cette minoration découle une nouvelle preuve du théoréme
de Smyth concernant les nombres algébriques non réciproques, et la détermination du

nombre de classes d’ideaux dans une extension abélienne.

1I.1 Nombres algébriques contenus dans une extension abélienne

L’argumentation est basée sur un résultat classique de théorie de Galois, le théoréme
de Kronecker-Weber, dont on pourra trouver une preuve dans [Wa].

Théoréme 2.4 (Kronecker-Weber) Toute extension abélienne de Q est contenue dans

une extension cyclotomique.

La hauteur d’un nombre algébrique étant indépendante du corps de nombres le contenant
que I'on considére, le théoréme de Kronecker-Weber nous permet donc de nous limiter &
I’étude de la hauteur d’un nombre algébrique d’une extension cyclotomique de Q.

Notons, pour toute la suite, {,, une racine primitive m-iéme de 'unité et ky, := Q({n),
le corps cyclotomique de degré ¢(m). Comme k,,, = ko, pour m impair, on peut supposer
m # 2 (mod 4) . Nous allons donner, dans la proposition 2.1, une minoration de la hauteur

~F . .
de a € k', \ Qtors, et pour cela nous aurons besoin des deux lemmes suivants :
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Lemme 2.4 Soit p un nombre premier impair, alors il existe op € Gal(ky,/Q) tel que :
- Si p ne divise pas m, alors vP = op(7y) mod pOy,, pour tout v € Ok, .
- Si p ne divise pas m, alors vP = op(yP) mod pOy,, pour tout v € O,

De plus, si op(aP) = o pour un certain o € ky,, alors il existe { € ky,, une racine de

lunité, tel que (o, appartienne a une sous extension cyclotomique stricte de kp,.

DEMONSTRATION -

e Supposons tout d’abord que p { m, et soit op : kym, —> Q le morphisme de corps
défini par op((m) = (et Q-linéarité.

Soit v € O, (= Z[(m]) et soit F' € Z[x] tel que v = F[(m].

Or, pour tout F' € Z[x], il existe G € Z[x] tel que F(x)P = F(xP) + pG(x). En effet,
par le petit théoréme de Fermat, le résultat est immédiat pour un monome, et de

plus si cette propriété est vraie pour Fj et Fj, elle est immédiatement vérifiée pour

n

p) est divisible par p pour n € {1,...,p — 1}).

Fy + F» (par le fait classique que (

Nous avons donc :
P = F({m)? = F(¢B,) + pG({m) = 0p(7) mod pOy,, -

e Supposons désormais que p|m, et considérons cette fois o, un générateur du
groupe Gal(k,/ky,/p) (qui est cyclique car sous-groupe de Gal(ky,/Q), d’ordre p si
p? divise m, et d’ordre p — 1 sinon ; regarder ¢(m) et ¢(m/p)).

Soit v € Ok,,, soit F' € Z[x| tel que v = F[(;]; comme précédemment il existe
G € Z[x] tel que F(x)? = F(xP) + pG(x). Puisque ¢h, € k =

m/ps 1l Vient op(Gh) = (h,
et par suite :

W =F((m)f = F((n) mod pO,
F(op(Gm)) mod pOk,,
op(7P) mod pOy,,,.

If

Il

Enfin, puisque 0p(¢m)P = 0,((hn) = (i et puisque oy, est générateur de Gal(km /K, /p),
nous avons
op(Cm) = Cplms
ou (p est une racine p-iéme primitive de 'unité.
Supposons qu'il existe o € ky, tel que op(aP) = oF, alors par le méme argument, il

existe un entier u tel que op(a) = (ja, nous en déduisons :

~(&)-d-4
PACw )  qucy ¢y
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Comme oy, est générateur de Gal(ky,/ky,/p), et laisse fixe a/(y, et il vient a/(p, €

k.

m/ps C€ qui achéve la preuve du lemme, si 'on pose ¢ := (,,". |

Lemme 2.5 Soient k un corps de nombres, o un élément de k, et v € My une valuation

ultramétrique sur k (i. e. vt oo), alors il existe B € O, tel que Ba € O, et
| B lo=max (1,] a|,) "
DEMONSTRATION - Fixons une valuation wg ultramétrique quelconque et posons :
Y= {w € My, wtoo | max{l,|al,} > 1} U {v}.

Pour toute place w € X, notons aussi notons :

1

sinon .

0y =1 si w=wvetsi |a, <1,
Oy :=a~

D’aprés le théoréme de [CF], chapitre II, §15, page 67, il existe un élément 8 € k
tel que

1Blw <1, siw ¢ XU {wo}.

Sachant que [0y|, = max{1,|a|,}~! pour tout w € ¥ et en utilisant I'inégalité

{ |3 — 0u|w < max{1,|al,}~!, pour tout w € X,

ultramétrique & § = 8 — (8 — 0y), on en déduit :

|Blw = max{1,|al,}~, pour tout w € X,
1Blw < 1, siw ¢ XU {wp}

En particulier, pour toute place finie w de k on a ||y < 1 (et donc B € Ok); de
méme, |Saly < |Blwmax{l,|al,} <1 (et donc Ba € O).

Enfin, on a bien |3|, = max{1,|a|,} ! (car v € ¥). Le lemme est donc établi. N

Remarque : Le 8 du lemme peut étre qualifié de dénominateur « local » de .

Proposition 2.1 Soit p un nombre premier, p > 3, et soit o € k;,, o ¢ @;ors; alors

log (p/2) .

pT S’Lpme
h(a) >

log (p/2) .

o sip|m
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DEMONSTRATION -
e Supposons tout d’abord que p ne divise pas m. Soit v € My, , v | p. Par le lemme
2.5, il existe B € Oy, tel que Ba € Ok, , et | B = max(1,]| a|,)7}, et par le

lemme 2.4, il existe un morphisme o, € Gal(k,,/Q) tel que

| (@B) — op(af) o< }0
En effet, (af) — op(af) € pOy,,, et de méme :
| 87— 0p(B) |n< ~.
P ~p

Nous allons chercher a évaluer | o — op(@) |y, pour toute place v afin d’obtenir en

utilisant la formule du produit, I'inégalité reliant la hauteur logarithmique de « &
.

Pour toute valeur absolue ultramétrique v | p, nous avons

|a? —op(a) |b = | B[P (aB)P —ap(aB) + (0p(8) — BP)op(@) |
| B8 1,* max{| (aB)? — ap(aB) |v, | 0p(8) = B” |v| op(@) [}

1
1_7 | B |£ max{1,| Up(a) |v}

IN

IN

1
= pmax{l,| e} max{l,| op(e) o}

Pour les autres valeurs absolues ultramétriques v { p, v { oo, nous obtenons en

utilisant ’inégalité ultramétrique :
| 0% = 0p(a) [o< max{L, | a o} max{1, | op(a) |}

Et enfin pour les valeurs absolues archimédiennes v | 0o, nous obtenons par 'inégalité

triangulaire :
| 0" — 0y(@) < 2max{L, | a |} max{1, | op(a) |.}.

Puisque par hypothése, o ¢ @Eors: nous avons o —op(a) # 0. En effet, 'hypothése
contraire impliquerait h(aP) = h(op(a)) = h(a), et donc h(a) = 0, ce qui d’aprés

le théoréeme de Kronecker 1.1 entrainerait oo = 0 ou a € Qtqrs.
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Nous pouvons donc appliquer la formule du produit & o — op(), et nous obtenons :

0 = Z ny log |a — op(a) |y

vEMg,,
1
< 3 n,log <_ max{1, |o?|,} max{1, |a,,(a)|,,})
veEM p
km
vlp
+ Z ny log (2 max{1, |a®|,} max{1, |0p(a)|v})
’UGMkm
v|oo
+ Y mlog (max{1, |o?l.} max{1, loy(a)].})
’UEMkm
v{p,vfoo
Nous en déduisons
0 < —logp Z 7y + log 2 Z Ny
’UEMkm ’UEMkm
v|p v|oo
+ Y nlog (max{l, ||, } max{1, |ap(a)|v})
vEMp,,

Et en relachant les deux premiéres sommes, il vient ’inégalité
[km : Ql(log 2-logp)+ D nylog(max (L] a|,))’+ Y nylog(max(L,0p(a) |)) = 0
vEMpm vEMp,,
d’oti :
0 < (~log 2 +ph(a) + h(o(a))) [k : Q)
qui donne bien I'inégalité recherchée.

e Dans le cas ou p divise m, nous pouvons montrer mutatis mutandis la seconde
inégalité en remplacant naturellement o,(c) par op(aP), en utilisant les lemmes 2.4
et 2.5.

Nous avons alors les inégalités

1
—max (1,| a |y)Pmax (1, | op() [»)P siv|p

| —0p(a®) [v <4 max (1,] @ |y)Pmax (1, | op(a) |v)P sivipetvtoo
2max (1,| & |y)P max (1,]| op(a) [,)P  siv]|oo

a partir desquelles, en appliquant la formule du produit & o — op(a)P # 0, nous
déduisons

0< (log%9 +log 2 + ph(c) +ph(ap(a))) (km : Q]

qui fournit 14 encore 'inégalité attendue. |
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DEMONSTRATION - (du théoréme 2.3.)

La proposition précédente, avec p = 5, via Kronecker-Weber, nous donne le résultat.
|

I1.2 Application a la structure du groupe des classes.

Nous allons tout d’abord énoncer un lemme reliant la norme d’un entier algébrique
v € Ok a la hauteur logarithmique absolue de 7/7, valable dans toute extension k/Q
galoisienne CM.

Rappellons qu’'une extension k/Q est CM lorsque k est une extension quadratique

imaginaire d’un corps k' totallement réel, c’est-a-dire k Z R et
Vo € Gal(Q/Q), o(k') C R.
En particulier, si k/Q est galoisienne, on a :
E/QCM <= o€ Z(Gal(Q/Q)),o #id

ou o désigne la conjugaison complexe et Z le centre du groupe; le résultat sera donc

vérifié dans toute extension abélienne de QQ, non réelle.

Lemme 2.6 Soit k un corps de nombres tel que l’extension k/Q soit galoisienne CM, et
soit v € O \ {0}, alors

tog| N5(r) > [k 0] 1 (1)

DEMONSTRATION - Soit v € Oy \ {0}, posons a := v/7; pour tout v € My, o,
nous avons |al, = 1. En effet, si o € Gal(k/Q) est associée v, on a :

_ ety

(M|

a(v)

a(7) L

|o ()]0 = =1

ou 'hypothése que I'extension est CM est indispensable pour la seconde égalité.

La hauteur logarithmique absolue de « vérifie donc :

= Z Ny log™

v 'UEMk
vtoo

[k : Qh(a) = Z ny log™

vEM,

=21

7
2l

D’o1u, en appliquant la formule du produit 1.3 & 7 , nous obtenons

k:Qh(a) = > nylog" | 2| + 3 nylogl,,
ve)(Mk v VEMy
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et

k:Qh(a) = nologmax(ll,,[7l,) + Y nvlogll,
vEM vEM
vtoo v|oo
< D mloghl,,
vEM
v|oo

puisque 7 et 7 sont des entiers algébriques, et vérifient | vy |,< 1 et | ¥ |,< 1 pour

toute valeur absolue | - |, ultramétrique.

Or, N(S (v) = N&(W) = [Jvem, |7|2*, nous en déduisons I'inégalité annoncée
v|oo

log| NA() | > [k : Q] & (%) |

Proposition 2.2 Soit m € N*, tel que l'anneau des entiers Oy, de kn, soit principal,

alors pour tout premier p =1 (mod m), nous avons

logh

logp > ETER p(m).

DEMONSTRATION - Il est bien connu que le degré [k, : Q] vaut ¢(m), ou ¢ désigne
la fonction indicatrice d’Euler. Nous admettrons que dans k,,, pour qu’'un premier

p soit totalement décomposé, il faut et il suffit que m divise p — 1.

L’anneau des entiers O, étant principal, et le nombre premier p considéré vérifiant

la congruence p = 1 mod m, il existe un entier algébrique v € Oy, , tel que :

P = UYL Ygp(m)>

ol u est une unité de O, , et les y; pour j € {1,...,¢(m)}, sont les conjugués de
7.

Par le lemme précédent, et la forme renforcée du théoréme 2.3, nous trouvons

. log 5
log| N§(7) | > ¢(m)h(v/7) > <> ¢(m).
De plus, nous avons
p?™ = | N§() | = | N§(u) || N§(1) |- - | N§(vo(m)) | = | N§() 190,
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donc p =| N(S (7) |, et finalement, nous obtenons l'inégalité cherchée

log5
1 > — .
ogp = —o-¢(m)

Application : L’anneau des entiers de Q(100) n’est pas principal.
En effet, supposons par ’absurde le contraire, alors p = 101 = 1 (mod 100) est totalement

décomposé dans Ogy¢,y,), €t d’apres ce qui précéde nous avons

1
log 101 > oli;’ (100),

or $(100) = ¢(25)$(4) = 20 et nous obtenons 101® > 510, ce qui n’est pas.

A partir du théoréme de Linnik, un résultat difficile de théorie analytique des nombres,

nous allons pouvoir généraliser ce qui précéde aux extensions cyclotomiques de Q.

Théoréme 2.5 (Linnik) 1l existe L > 0 tel que pour tout entier m > 2, il existe un

nombre premier p vérifiant p=1 (mod m) et p < m®.

Corollaire 2.3 I n’existe qu’un nombre fini de corps cyclotomiques dont l’anneau des

entiers est principal.

Remarque : En fait, ce résultat est connu depuis 1976 [MM], et ’on sait méme qu’il
y a exactement 29 corps cyclotomiques k,, dont ’anneau des entiers est principal (pour
m=3,4,5,7,8,9, 11, 12, 13, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 32, 33, 35, 36, 40,
44, 45, 48, 60, 84).

DEMONSTRATION - Par le théoréme de Mertens [HW, Theorem 429], il existe une

constante absolue ¢ > 0, telle que

¢(m) > ¢

m

logm
pour tout entier m € N*.
Supposons qu'’il existe une infinité de corps cyclotomiques dont ’anneau des entiers
est principal. Soit m un entier tel que ’anneau des entiers O, de ky, est principal,
et soit p le plus petit premier totalement décomposé dans Oy, . En appliquant les
théorémes de Linnik et de Mertens, la proposition précédente entraine

1 1 1 1 2

ogh < logp _ logm _ (logm) ’

12 = ¢(m) — Lo(m) — cLm
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et puisque le terme de droite tend vers 0 lorsque m tend vers +oco, nous obtenons

une contradiction pour m suffisamment grand. |

Par un raisonnement analogue, il est possible d’obtenir une estimation de ’exposant
du groupe de classes d’une extension cyclotomique sur Q.
Enfin, sous I’hypothése de Riemann généralisée, on peut encore plus généralement minorer

Iexposant du groupe de classes d’une extension galoisienne CM quelconque.

11.3 Version faible du théoréme de Smyth

Le théoréme d’Amoroso-Dvornicich 2.3 permet d’obtenir une nouvelle démonstration
du théoréme de Smyth sur les nombres algébriques non réciproques, avec cependant une

constante moins bonne.

Lemme 2.7 Soit o un entier algébrique non réciproque, de polyndéme minimal F' de degré

2mi

D sur Z. Pour tout premier p, notons v, = F((p) ot {, = exp <7), alors pour tout

premier p > 2D + 3, nous avons Y, /7, ¢ @;ors-

Remarque : L’hypothése de non reciprocité de a est nécessaire, en effet, dans le cas
contraire, nous avons vy, = F((,) et F(x) = xPF(L) entraine 7, = F({,) = F(¢h) =
— _ . ——%
e DF(Cp) et ¥p/Fp = Cp D e Qtors-

DEMONSTRATION - Par construction, v,/7p € Q({p). Supposons par 'absurde que
Yo/7s € Qtors, alors nécessairement 7y,/7, est soit une racine p-iéme, soit une racine
2p-iéme de 'unité. I1 existe donc ¢ € {0,1} et j € {—1,p — 2} tel que

’Yp/”y_p = (_1)i<;];

Puisque 7, = F(C, 1), il vient F(G,) = (=1))GGF (G, 1), et (PF(G) = (—1)*¢GGF*(Gp)-
Posons G(x) := x™{P—30} p(x) 4 (—1)i+1xmeeli=D.0} p*(x). D’aprés la remarque
précédente, nous avons G((p) = 0.

De plus, G # 0, puisque F' ne divise ni x, ni F* (car F' et F* sont de méme degré,
et o est non réciproque). Donc le polynéme cyclotomique ®, de degré p — 1 divise
G, et comme G est non nul, degG > p — 1.

Or degG <| D — j | +D < max{2D — j,j} < max{2D + 1,p — 2} par le choix de
7, et pour p > 2D + 3 nous obtenons une contradiction.

Donc v, /7 ¢ @Eors’ pour tout premier p > 2D + 3. [ |

43



Théoréme 2.6 (Version faible du théoréme de Smyth) Soit o un nombre algébrique

non réciproque de degré D, alors

(log5)/12

—5

DEMONSTRATION - Nous pouvons supposer que « est un entier algébrique non

h(a) >

réciproque (en effet, dans le cas contraire, nous avons déja vu que h(a) > (log2)/D.
Avec les notations du lemme précédent, pour tout premier p > 2D + 3, nous avons
Yo/ 7 € Q[¢pl, €t Yo/7p ¢ @Eors: donc d’aprés le théoréme d’Amoroso-Dvornicich
2.3,

. logb
h(’Yp/’Yp) > 19’

et d’aprés le lemme 2.6, nous avons de plus
log [Ng'? (1)
[Q(¢p) : Q)

Or la norme Ng(cp )('yp) de v, est le produit des conjugués de ~,, donc

h(Yp/p) <

p—1

Vg ()| = [TT F(G)|

j=1
et en notant ay,...,ap les conjugués de q, il vient

p—1 D

NG )| = (TTTI (e - &)

j=1i=1

D p—1

= |[I1I (i =¢)|-

i=1j=1

D’autre part, nous avons H?;% <x — J) =xP 14 xP2 4. .4 x+1,dou

D

‘Ng(gp)(,yp)‘ — H(1+ai+"'+a€_1)
7,D:1

< T pmax{1,| o [})

=1
< pPH(a)PP-D)

Dot Dlogp + D(p — D)h() log 5
ogp+ D(p— o _ og
>h > =
et faisant tendre p vers I'infini, nous obtenons le résultat. |
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CHAPITRE 3

THEOREME DE DOBROWOLSKI

Théoréme 3.1 (Dobrowolski [Do]) I existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout

ae Q\Q,,, de degré D,
¢ (loglog D 3
ha) > £ (88 r
(a)_D( log D )

Comme nous ’avons déja dit, il suffit de montrer le théoréme de Dobrowolski pour «
un entier algébrique (c.f. remarque suivant la conjecture 1.1). De plus, grace au théoréme
de finitude de Northcott 1.2, on pourra supposer D aussi grand que 1’on veut. La preuve
du théoréme de Dobrowolski repose sur le lemme suivant, qui découle du petit théoréme

de Fermat :

I LEMME CLEF.

Lemme 3.1 (Lemme clef.) Soient a un entier algébrique, et T € N*. Soit F € Z[x]
un polynéme qui s’annule en a avec un ordre de multiplicité supérieur ou égal o T'.

Alors, pour tout nombre premier p et toute place v € Mqq) divisant p, nous avons
| F(e?) [o<p™"

DEMONSTRATION - Soit « un entier algébrique, et soit P € Z[x] le polynéme

minimal de «a sur Z. Par le petit théoréme de Fermat, nous avons :
P(x)? = P(x?) mod pZ[x],
pour tout premier p € P, et ,en particulier,
P(aP) = P(a)? = 0 mod pZ[a],

ainsi p divise P(aP) dans Og(q) 2 Z[a], i.e. il existe 8 € Ogq) tel que P(aP) = pp.

Pour toute place v € Mg(q), nous avons :

| P(ap) |v:| p |v| B |v: | B |v§

D=
’ﬁ_lr—‘
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Soit F' € Z[x] un polynéme qui s’annule en « avec un ordre de multiplicité au moins
T; PT divise F et il existe G € Z[x] tel que

F(x) = P(x)" x G(x).
Puisque a est un entier algébrique, nous obtenons
| F(a?) [o=| P(aP) o] G(a?) [u<p™" | G(eP) [, < p77,

car G(a?) € O. [ |

Remarque : Si a n’est pas une racine de 'unité, o n’est pas un conjugué de «, en effet,
dans le cas contraire, h(aP) = ph(a) = h(a) et alors h(a) = 0, d’ott une contradiction
d’aprés 1.1. De méme, si p et g sont des nombres premiers distincts, o et a? ne sont pas

conjugués.

On va utiliser la formule du produit et le lemme clef précédent.
Soient « un entier algébrique, et L, T € N* deux paramétres. Soit F' € Z[x| un polynéme
de degré L qui s’annule en « avec un ordre de multiplicité supérieur ou égal & T'. Pour

tout premier p et toute place v € MQ(Q), nous avons

p T siv|p (— Lemme précédent)

| F(af) [,< ¢ 1 sivtoo (— F(aP) est un entier algébrique)
L(F)max(1,| ay, [)PX siv|oo (— Inégalité triangulaire)
Si 'on peut construire un tel polynéme F tel que F(a?) # 0, alors la formule du produit,

du théoréme 1.3, fournit I'inégalité

1= ] IF@) L< (e PLE)PH(@)PP,
vEQ(ar)

puisque Zv|p Ny = Zv| oo Mw = D. Sous ces hypothéses, nous obtenons

h(a) > Tlogp —log L(F)

—_— pL .
Par exemple, si on choisit F' := P, le polyndme minimal de « sur Z (avec a €
Q" \@:ors), pour tout premier p € P, P n’est pas une racine du polyndéme minimal P de

a, d’aprés la remarque précédente, on a alors L =D, T =1 et :

logp —log L(P)
> .
h(a) > oD
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Probléme : On peut avoir log L(P) > D, auquel cas il faut prendre p ~ exp D
et la minoration obtenue est catastrophique. C’est pourquoi, il va falloir construire un
polynéme F', de degré pas trop grand, de petite longueur (en fait de petite hauteur car
L(F) < deg(F)H(F)), qui s’annule en « avec une grande multiplicité , et nous choisirons
un premier p € P de sorte que F(aP) # 0.

La construction de ce polynéme F' est obtenue par 'utilisation d’un lemme classique de
théorie de la transcendance, dont le principe repose sur le principe des tiroirs de Dirichlet.
Nous allons alors en fait raisonner légérement différemment ; nous allons montrer par
I’absurbe que si la hauteur de « est petite, alors F' n’annule en "trop" de puissance of

de a.

II CONSTRUCTION DE LA FONCTION AUXILIAIRE.

Le théoréme suivant va nous donner un polynoéme (i.e. fonction auxiliaire) non nul de
hauteur majorée par M, de degré majoré par L et qui va s’annuler en « avec une grande

multiplicité (au moins T'), ou L, T et M seront des paramétres controlés.

Notations : Soient L, T € N, on note E(a, L, T') espace vectoriel des polynémes de degré
< L a coefficients dans Q nul en « avec multiplicité au moins T

. 1 &
Pour j € N*, 9; := T

Théoréme 3.2 (Lemme de Siegel) Soit o € Q", de degré D, et soient L,T € N*
vérifiant L > DT. Alors il existe F € E(a, L, T) N Z[x| tel que :

1/(L+1-DT
H(F) <1+ (27(L+1)P"" H(a)""") [a=pn,

SiPon assimile Q[x|<y, & QF*1, alors E(a, L, T) est simplement un sous-espace vectoriel
de Q1 et le polynéme F n’est rien d’autre qu'un élément du noyau d’une certaine

matrice C. Notons que si F est associé au vecteur a € Z'*t! on a
H(F) = ||al|oo-

Rappelons avant tout quelques notations sur les normes matricielles :
Soient T',L € N* et C € My (k) une matrice a T lignes et L colonnes a coefficients

dans un corps k. On ||C|| la norme de la matrice C' subordonnée a la norme ||.||oo, i.€. :

C.
ICllo :=  sup 1Cx[|0

L
= max Z |cijl-
xekE\{0} [1%] 0o ief{1,..,T} i,

i=1

ol [|X||oo 1= max|z;]|.
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Lemme 3.2 Soitk =R ouC, et soient L, T € N*. On considére C := (¢; ;) € Mr r+1(k)
et M >0, 1> 0 deux entiers.
Si [T < (M + 1)+, alors il existe un élément a € ZFH non nul tel que

lalle <M et [[Callw < Y= MIC]loo
0l Neo := [k : R].

DEMONSTRATION - Nous allons prouver le lemme dans le cas ou k = R (le cas
k = C s’en déduisant alors aisément). Le principe de la preuve repose sur le principe

des tiroirs de Dirichlet.

Soit f ’application linéaire associé a C :

f: REFL — RT

L
a (Zj:o Ci,jaj)

1€{0,...,T—1}
Posons
L L
A; = Zmin(o,cm—) et B;:= Zmax(o,ciﬂ'),
=0 j=0
en particulier B; — A; < ||C||oo. De plus, si x € (Ry)**' on a :
L
A%l < €ijzj < Billx[loo i=0,...,T -1,
=0
d’oti :
F([0, M)+ C [AgM, BoM] x - - - x [Ar_1 M, Br_1 M].
On applique le principe des tiroirs de Dirichlet & ce dernier ensemble découpé en
IT pavés de i-éme coté de longueur (B; — A;)/1. Comme 1T < (M + 1)L+1 il existe
deux (L + 1)-uplets distincts b et ¢ de ZXt1 N[0, M]L*! tels que f(b) et f(c) soient

dans le méme pavé. En notant a:=b — ¢, on a:
[allo < M

et
maxeqo,..7—1}(Bi — A;)
l

d’ou le lemme. ]

If(@)lleo < M

<

M
~ICllo.
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DEMONSTRATION - (Théoréme 3.2)
Notons F, le polydme minimal de « sur Z, en particulier deg(F,) = D. Puisque
L > DT, I'espace vectoriel E(a, L, T) contient F. notamment il est non vide. Si

l'on associe Q[x]<z, 4 QF*! nous avons
E(a,L,T)={ac Q! | C-a=0}

ol C est la matrice définie, pour i € {0,...,7 — 1} et j € {0, L} par

i\
@,ji=< .)a’ "
]

En effet si F' est un polynome :

L
F(x) = Zajxj,
=0
nous avons pour tout ¢ € {0,...,T — 1},
L
@r)@ =3 (])o ", Z (C-a),,
j=t

de plus H(F) = ||al|oo. Notre but est donc de trouver un élément a € QX! tel que
lalleo <M et C-a=0

Soient M > 1 et [ deux entiers tels que MLt! < Tne < (M + 1)L+ (on précisera
ces entiers plus tard!). D’aprés le lemme 3.2, il existe alors a = (ag,...,ar) €
ZF1N\ {(0,...,0)} tel que

N
H(F)=lallo <M et max |(:F)(a)]=]Cale < TOOMIICIIoo, (3.1)
ou F est le polynéme associé a a. Par ’absurde supposons qu’il existe ig € {0,...,T—

1} tel que (05, F)(c) # 0, la formule du produit nous donne alors

1= [ 1@F) (@)l (3.2)

vEMg(a)

Soit v une place de Q(«), majorons |(9;, F)(c)|y.

e Si v est archimédienne, pour tout ¢ nous avons :
L
Sl = 3 (7)1t Z<Z( ) maxt,fal,)"
j=0 §=0

L+1 )
<Z, :1) max(1, lafy)” < (L + 1)+ max(1, al,)".

Lun tel [ existe bien puisque L 4+ 1 > DT > neT.
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en particulier |C|leo < (L + 1) max(1, |a|,)¥. On déduit de ceci et de (3.1)

L L
(@i F)(@)lo = 1) ciggaslo < D leijlollallo < M(L+ 1)+ max(1, [al.)"
=0 =0

et (dans le cas ou v est associé au plongement identité)
D
|(9io F)(@)] < ¥ M(L + 1)" max(1, )

e Si vt oo, alors ‘(zjo)‘ <0 et |ajly < 0 pour tout j, car ce sont des entiers, ainsi,
v
(B F) ()] < max(L, |al,)”.

En reportant tout ceci dans (3.2) on trouve

1< (@) (ML + 1)) P H ()"

De part de notre choix de [ on en déduit :
MLIHL < [Treo < QTMTD(L + 1)T2DH(a)LTD

d’ou
1/(L+1-DT
M< (2T(L + 1)DT2H(a)DTL) ( ).

Il suffit alors de poser

1/(L+1-DT
M:=1+ [<2T(L+ 1P H(a)PT) o )]

pour arriver a une contradiction, d’ou le théoréme. [ |

III DEMONSTRATION DU THEOREME DE DOBROWOLSKI.

La preuve suit les étapes classiques d’une démonstration de transcendance :

o Réduction.

Montrons que 'on peut se ramener au cas ol

Vp € P,[Qe”) : Q] = [Q(a) : Q]

Soit p € P un premier tel que [Q(a?) : Q] < D, i.e. [Q(a) : Q(aP)] > 1.

Le polynéme minimal de a sur Q(aP) divise xP — oP, en particulier les conjugués de
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a sur Q(aP) sont de la forme (o, ou ¢ est une racine p-iéme de 'unité. Considérons
B = N () € Q(a?), il existe une racine p-iéme de I'unité ¢’, telle que 8 = ¢'a?, ot

Qa?)
d:=[Q(a):QaP)]>1.0Ona:
Dh(a) = 2 h(a?) = Th(c'a®) = 2 h(8) > [Q(6) : Ah(),

3
Puisque [Q(8) : Q] < D, et puisque la fonction D ~— (0818L2)" oot dacroissante, une
log D

simple récurrence sur D donne alors

loglog D 3
D >ec|l—2) .
M) 2 e ( log D )

e Choiz des paramétres

On pose
log D
T = — > 10
[cologlogD] 0=
L := DI?
N := 6T?logT.

Comme z/logx est toujours minoré par e, nous avons en particulier T' > [10e] = 27, et
log(L+1) <4logeglogD et logN < 3logT. (3.3)

Nous supposerons dans la suite par ’absurde :

log(L + 1
<0g(+)_

h(a) NI (3.4)

e Construction d’une fonction auziliaire
Le lemme de Siegel 3.2 nous donne un polynéme F' non nul de degré au plus L a

coefficients entiers nul en o avec multiplicité au moins T vérifiant de plus :
H(F) <1+ <2T(L N 1)DT2H(a)DTL) 1/(L+1-DT) -
On en déduit la majoration
log L(F) <log(L+1)+log H(F) < 4log(L + 1). (3.5)
En effet, nous avons L > 2DT, en particulier 1/(L+1— DT) <2/L d’ou

H(F) <1+2(L+1)?H(a)?PT.
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Si 2(L 4 1)2H(«)*PT < 1 on obtient log H(F) < log?2 < log(L + 1) et c’est fini, sinon

log H(F) <log4 +2log(L + 1) + 2DTh(c).

log(L+1) log(L+1) 75
NL = —epr  dol

Par hypothése on a h(a) <
log H(F) < 3log(L + 1).

d’ou le résultat.

o Ezxtrapolation.
Montrons que F' est nul en o pour tout p € [log D, N]. Supposons qu’il existe un tel

p € [log D, N], tel que F(aP) # 0, en appliquant la formule du produit, nous obtenons

1= [I I1F@)e

vEMo(a)
Comme nous I'avons déja signalé, nous avons pour toute place v € Mgy :
p T sivtooetv|p
[F(aP)|lo < ¢ 1 si v 1 oo
L(F)max(1, |ay|)PE  si v|oo

On en déduit :
1< piTDE(F)DH(a)DpL,

soit, en passant au log

Tloglog D < T'logp < log L(F) + pLh(c).

En utilisant (3.4), (3.5), (3.3) et T' > %’lolgoﬁ)gD, on en déduit
%OlogD < (16logcg + 1)log D,
contradiction, pour ¢y > 0, donc F est nul en o pour tout p € [log D, N|.

o Lemme de zéros

Par hypothése nous avons
Vpe P, [Qa?): Ql =D,
en particulier I’ensemble
¥ = {o(a?),0 € Gal(Q/Q),p € PN [log D, N|}
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contient donc D x (m(N) — w(log D)) éléments, en effet, comme a ¢ Qpype; 0P et 0 ne
sont pas conjugués si p # ¢ (c.f. remarque p. 46).

Comme log D = o(N), le théoréme des nombres premiers nous dit que
(N) = 7(log D) > 3 —— pour D> 0
—m(lo ——— pour
m TUoEH) = 2log N pou

donc :

1 N 2
#E > EDlOg—N > §DT2 :L:deg(F), pour D>0

De plus nous venons de voir que F s’annulait sur X, d’ot une contradiction ; ’hypothése (3.4)

est donc fausse, c’est-a-dire :

S log(L + 1) S log D

h .
(@) = = N7 = DT 10g7
donc (log] D)3
¢ (loglog
> Voo
M) 2 5 00g D

Remarque : Nous n’avons montré ici que ’existence d’une telle constante, néanmoins il

est possible de I’expliciter, la meilleure connue & ce jour est 1/4 (c.f. [Vo]).
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CHAPITRE 4

HAUTEURS EN DIMENSION
SUPERIEURE.

Comme nous ’avons vu au chapitre 1, il y a plusieurs fagons de définir la hauteur
d’un nombre algébrique « :

— soit en utilisant la mesure de Malher de son polyéme minimal F' sur Z :

log(M (F
e o B (P)
[Q(a) : Q]
— soit en regardant ses conjugués et les différentes places d’un corps k le contenant :
1
h(a) == Z ny log(max{1, |al,}),
QA
v k

On peut ainsi imaginer plusieurs fagons de généraliser la notion de hauteur en dimension
supérieure :

— soit considérer la hauteur de points de Q"

— soit considérer la hauteur de I’ensemble des zéros d'un polynéme ou, de fagon

générale, la hauteur de variétés algébriques.

I HAUTEUR ET MINIMUM ESSENTIEL.

I.1 Minimum essentiel.

Notation : Soit n € N*, on note G, (Q) ou plus simplement G?, et on appelle groupe

multiplicatif Pensemble (Q°)".

Nous plongerons G?, de fagon naturelle dans P*(Q) : (a1,...,an) — (1:a1: ... : ay).

Proposition 4.1 Soitv € My on a :

Ny = [ku : Qv],

ot k, désigne le complété de k pour la topologie induite par la valeur absolue v.

95



DEMONSTRATION - Admis. | |

Définition 4.1 Soit P = (zg : 1 : ... : x,) € P*"(Q), et soit k un corps de nombres
contenant xg, ..., Tn. On définit la hauteur de Weil (logarithmique) de P comme :
ky : Qy
h(P):= ) glogmax{wu, 1Z1lu, - -+, [%nlu}s
VeMk [k * Q]

Remarque : Cette définition a bien un sens (elle ne dépend pas du représentant choisi) ;
en effet, en utilisant la formule du produit 1.3, on voit que le membre de droite ne change

pas si I'on remplace P par a- P oua € Q" .

On définit alors la hauteur dans G?, par restriction de P*(Q) a GZ, :

[ku : Qv]
hai,...,ap) == ————— logmax{1, |a1|y, . - -, |an|v}

Bien siir, cette définition coincide bien en dimension 1 avec la hauteur vu au chapitre 1.

Nous donnons maintenant une premiére notion de hauteur sur une variété algébrique.
Soit V' une variété algébrique affine (c.f. annexe) et soit € un nombre réel, on note
V(e) :={aeV(Q) | h(a) <e}.
Définition 4.2 Soit V' une variété algébrique affine, on appelle minimum essentiel de V

le reel :

fless(V) :=inf {e >0 | V(e)™" =V},
ol V(z—:)zm désigne l’adhérence de Zariski de V().

Remarque : En dimension 2 (V est alors une courbe) on a :

fless(V') = inf {6 >0 | #V(e) = oo}

1.2 Hauteur normalisée.

Nous avons montré au chapitre 1 (c.f. théoréme 1.1) Pégalité :
1 2 )
M(F) = exp {—/ log [F (") dt .
2 0
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pour tout polynéme F € C[x], F # 0.
Ceci nous permet de généraliser de fagon naturelle la mesure de Mahler d’un polynéme

& plusieurs variables :

Définition 4.3 Soit F € C[xy,...,%y,]; on définit sa mesure de Mahler en posant M (0) =
Oetsi F#0 :

1 2T 2 . .
logM(F):W/O /0 log |F(e,...,e"%)|db; .. . db,.

On peut maintenant définir la hauteur normalisée d’une hypersurface :

Définition 4.4 Soit V une hypersurface définie par le polynéme F € Q[xy,...,%X,] (F

étant réduit, i. e. sans facteur carré), on définit la hauteur normalisée de V. comme
h(V) = ho(F).

ol ho est défini comme en dimension 1.

Rappel : Si F est a coefficient dans un corps de nombres k on a : (c.f. 1.18)

[k : Q]
ho(F) = Y =X—"log (M, (F)),
’ IIEMk [k : @] Og( )

max{| coeff(f)|,} si vt oo

ou M, (F) = { M(oF) si v|oo

Remarque : Si F' € Z[xy,...,Xp], on peut voir que ho(F') = log M (F).

1.3 Etude en dimension 1.

Il peut étre intéressant de regarder, en dimension 1, ce que valent hauteur normalisée
et minimum essentiel, on posera ici k = Q.

Soient € Q et F' son polynéme minimal sur Z, on pose :

Vi={o(a) | o € Gal(Q/Q)} = Z((F)).

On a:
e Si h(a) <ealors V(e) =V, si h(a) > € alors V(e) =0, d’ou fless(V) = h(c).
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e De plus a(V) =log M(F) = D - h(a), ot D := [Q(a) : Q], d’ou :
(V) =D - fless(V).

En dimension 2 on peut montrer, si C est une courbe :

V)
2deg(C)

h(C)
deg(C)’

S ﬂess (C) S

On peut généraliser ceci en dimension supérieure, ¢’est un cas particulier d’un résultat

montré par S. Zhang, on le verra & la section III.

II PREMIERS RESULTATS EN DIMENSION SUPERIEURE.

Nous allons voir dans quelle mesure il est possible généraliser les résultats obtenus en

dimension 1. Tout d’abord nous avons ’analogue du théoréme de finitude de Northcott 1.2 :
Théoréme 4.1 (Northcott) Pour tout nombres B, D > 0, l’ensemble
{PEP Q) | h(P)< B et [Q(P) : Q] < D}
est fini. En particulier, pour tout corps de nombres fizé k, l’ensemble
{P € P'(k) | h(P) < B)

est fini.

DEMONSTRATION - Choisissons des coordonnées homogénes pour P = (zg : ... :
Zy,) telles qu'une coordonnée soit égale a 1. Alors pour toute valeur absolue v et

tout indice 7 on a :
max{|To|y, - -, |Tn|,} > max{|z;|,, 1}.

On obtient alors :
h(P) > h(z;) pouri=1,...,n.

De plus, il est clair que Q(P) D Q(z;). Il suffit donc de montrer que, pour tout
1 <d < D, ’ensemble

{a €| h(a) < B et [Qa) : Q] = d}

est fini, ce qui découle du théoréme 1.2. [ |
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Nous conservons également un certain nombres de propriétés :

Propriétés 4.1 Soient a,B € k™ etl €N, on a :
1. h(aB) < h(a) + h(B)
2. h(a!) =1-h(a)
3. h(a) >0

4. Sio € G?n’ h(a) =0 ac (G:,Ll)tors

DEMONSTRATION - Les points 1. & 3. se traitent comme dans 1.6, montrons le 4.

Si a € (G)tors, alors par définition il existe r € N* tel que :

d’ou h(a") =r - h(a) =0, donc h(a) = 0.
Réciproquement supposons h(a) = 0. Soit € > 0 et D := [Q(ex) : Q], d’aprés le

théoréme 4.1, ’ensemble :

{BeGp | h(B)<e [QB):Q}

est fini. Comme a” est dans cet ensemble pour tout entier r, il existe r € N*, tel
que o' = a, donc " = (1,...,1) car o € GT,.
[ |

Une question qui alors vient naturellement est de savoir quelles sont les variétés de
hauteur nulle. Ceci est un probléme délicat, néanmoins le cas des hypersurfaces est plus
simple ; en particulier, Boyd, Lawton et Smyth ont montré indépendamment (voir [Boy],

[La] et [Sm]) le résultat suivant :
Proposition 4.2 La mesure de Malher d’un polynéme irréductible
F e Zlx], F(x)# +xj,

est égale a 1 si et seulement si F' est un polynéme cyclotomique généralisé, c’est-a-dire

un polyndéme irréductible de la forme
X p(xH),

ou A, € Z™ sont deuz multi-indices et ¢ € Z[x| un polynéme cyclotomique.
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III THEOREME DE ZHANG.

I11.1 Enoncé.

Minimum essentiel et hauteur normalisée sont trés liés comme nous 1’avons vu a la

section I, plus précisément nous avons :

Théoréme 4.2 Soit V' une hypersurface algébrique propre géométriquement irréductible
de G

., alors :

Mv) _. h(V)
ndeg(V) = "o V) = Gogvy

DEMONSTRATION - Nous montrerons ce résultat dans le cas o n = 2, rappelons

que pour n = 1 nous avons (c.f. 1.3) :

~

h(V) =deg(V) - fiess(V).
On peut supposer k& = Q, quitte a remplacer V par
{o(V) | o € Gal(Q/Q)}-

e Montrons dans un premier temps que fiess(V) < gégX/‘)/ (pour n = 2).

Soit P € Q[X,Y] irréductible tel que V = Z((P)), on note

Dx :=degx P
Dy :=degy P.

On peut supposer P € Z[X,Y| car iz(V) = ho(P), on a alors

. 1 2 P2 ) )
V) =108 M(P) = 7z [ [ 1ol e laniase

Soient y € C "générique" (i.e. tel que le coefficient du monéme XX soit non nul)
et [ un nombre premier, on note w; := exp(2i7/l); le polynéme P(X,y) € Z[y|[X]

est de la forme :
Dx

P(X,y) =Q) [[ (X — ;).

=1

On s’intéresse a [J._} P(w!,y) (on spécialise X) :

-1 -1 Dx
H Pwhy) = QW' []] (w-eiw)
=! i:})i:zl—l
= QW) [TII () - wi)
j=li=1

Dx
= +Q(y)! H (1+aj(y) +...+ajy)™)
j=1
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d’ou

INA

-1 Dx
[1Pwi v y)' 7 I (1 max{1, law)}")
i=1 j=1

< IPx My (P(X,y))"!
d’ou

2w
Zlog|P Wi,y |<DXlogl+—/ log | P(e'",y)|d8;.

Remarquons que, le coefficient du monéme XPX dans P(X,y), (i.e. Q(y)) ne
s’annulant que pour un nombre fini de y € C, I'inégalité ci-dessus est vraie presque

partout sur le cercle unité, on a donc :

T -1 x -1
[ os (TPt eas = Zlogw €109
0 r=1

o 21 p2m . .
< Dxlogl+ W /0 /0 log | P(e®1, €1%2)|df d6
= Dxlogl+ (I —1)log M(P)

Soit [ tel que deg P(w!,Y) = Dy pour tout i € N, on pose :

-1

A(Y) = [[ P, Y),

i=1
alors :
log M(P;) < Dxlogl+ (I —1)log M(P),

d’autre part :

logM(P)= Y h(a)> deg(P)h(),
a|P(a)=0

oll oy est une certaine racine de P; (le polynéme P, n’étant a priori pas irréductible,
ses racines n’ont pas nécessairement les mémes hauteurs).
De plus on a deg(F;) = (I — 1) Dy, donc :

(1 = 1)Dyh(ey) < Dxlogl + (I — 1) log M(P).

Soit € > 0, pour tout 4 € N on a :

h(wha) < h(wp) + ()
< h(ow)
< Dx logl +logM(P)
- Dy(l — 1) Dy
< log M (P) 4
Dy
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dés que | > ly(¢), car % — 0.
-0
Or, pour tout premier [ > ly(¢), par définition de P, il existe ¢ € {0,...,l — 1} tel
que (wf,qy) € V (i.e. P(w},cq) = 0).
On a donc montré :
—x log M (P)
Ve > 0, {w,a ev € , h <=/ }
# ( ) | w Qtors (Oé) — dng(P) +e

en particulier fiess(V) < %, car h(w,a) < h(a).
Ceci ne nous permet pas encore de conclure, c’est pourquoi nous allons appliquer

ceci & une autre hypersurface ; posons
QX,)Y):=P(XY,)Y)et W := Z((Q)),

on a :

degy Q = deg P
Pwa,a) =04 Q(w,a) =0
M(P) = M(Q) (changement de variable dans l'intégrale).

On obtient alors, en appliquant ce qui précéde & W :

—x log M (Q)
Ve >0, #{(w,a) €W | w € Qpps, M) < ——F +¢€ =00,
{(@.0) €W |0 €T, hle) < ETE] 1)
autrement dit :
log M(P)

Ve >0, #{(wa,a) €V | w € Quops, h(a) < + e} = oo,

deg(P)

or h(wa,a) = h(a), w étant racine de I'unité, car :
Yv € My, max{l, |waly, |a|,} = max{1, |a|,},

donc .
logM(P)  h(V)
degP  deg(V)’

ce qui termine la premiére partie du du théoréme. (On peut généraliser ce résultat

ﬂess (V) S

en dimension n en spécialisant n — 1 variables.) |

Avant de montrer la seconde inégalité : %:&,) < fless(V), nous allons donner d’autres

résultats, en particulier nous aurons besoin d’un lemme de Siegel plus général.
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II1.2 Lemme de Siegel sur les variétés.

Rappelons d’abord le théoréme 3.2 :
Lemme de Siegel

Soit o € @*, de degré D, et soient L, T € N* vérifiant L > DT.
Alors il existe F' € Z[x] tel que :

1. deg(F') < L, et v est une racine de F' de multiplicité au moins T

2. log max{|coeff(F)|} < §((T + 1)log(L + 1) + Lh(a))

DT

0% 0 = 73i-pr-

Remarque : Si on pose :
E(a,L,T) := {P € Qx]<z, | P nul en o avec multiplicité > T'},

on peut voir que ¢ appparait comme le quotient :

_ dimQ[x]<f, — dim E(a, L, T)

6 dim E(e, L, T) ’

car dimg F(a, L,T) = L+ 1 — DT et dimg Q[x|]<z, = L+ 1.

On a alors une généralisation naturelle, moyennant quelques définitions :
Notation : Soit S une partie finie de G}},, on pose :
wq(S) := min { deg(P) | P € Q[x]*, P(a) =0,V € S},
E(S,L,T) = {P€Qx|<z | Pnul en a avec multiplicit¢ > T, Vo € S}.

Remarque : On dira que a est racine de F' avec multiplicité T' € N* si

O F

Propriétés 4.2 Avec les mémes notations on a :
~ dim E(S, L, T) > (X Twa(S)1tny,
~siS:={a} et D:=[Q(a) : Q] alors 1 < wg(S) < nD/™.

DEMONSTRATION -
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— Soit F' € Q[x]<uy(s) tel que F(a) =0 pour tout @ € S, on a:

VH € Qx],deg H < L — Two(S) = FTH € E(S,L,T),

de plus dim Q[x] <7 _ruq(sy = (© 7“25)*™) d'ot le résultat.

— Posons w := [n.D'/™] et considérons 'application linéaire :

QUx]<w — Qo)
P — P(a).

Remarquons que dimQ[x]<, = (“I") > n "(w + 1)". Or n "(w + 1) > D,
cette application n’est donc pas injective, i.e. il existe P € Q[x]<, \ {0} tel que
P(a) =0, donc wg(a) < w < nDV/™,

On peut maintenant énoncer un lemme de Siegel sur les variétés :

Proposition 4.3 Soit V C G}, une variété Q-irréductible propre, et soient L,T € N*.
Si E(V,L,T) # {0}, alors il existe F € E(V,L,T)NZ[x] \ {0} tel que :

log max{| coeff (F')|} < 5<(T +n)log(L+1)+ Lﬂess(V)),

dim Q[x]< 7, —dim E(V,L,T)
dim E(V,L,T) :

ol d =

Remarque : On étend ici bien str naturellement la définition de E(V,L,T) au cas ou V

est infini.

DEMONSTRATION - On ne donne ici qu'une idée de la preuve.
e On montre dans un premier temps que E(V,L,T) = E(S4,,L,T) pour une

certaine partie finie Sg, de G7},.

Soit € > 0, pour tout d € N on pose :
Sq={aeV|[Qa):Q <d, h(a) < fiess(V) + ¢}

D’aprés le théoréme 4.1, celui-ci est fini, de plus, il est stable sous ’action de
Gal(Q/Q) ; en effet, V étant définie sur Q, pour tout o € Gal(Q/Q) et tout ¢ € V,
onao(a)eV.

On voit que S; C S; si 1 <4 < j; de plus, par définition du minimum essentiel,
S :=Ugen~ Sa est Zariski-dense dans V.
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Ona:
E(S1,T,L)>---D> E(S4,T,L)D>---D> E(V,T, L)

et E(V,T,L) étant de dimension finie, il existe dy € N tel que E(Sy,T,L) =
E(S4y,T,L) pour d > dp. Les polynoémes de E(Sg,,T,L) sont alors nuls sur S
a un ordre > T donc sur V. En effet, pour tout A € N* vérifiant |A| < T —1, le
polynéme ?;\TI; est nul sur S, donc sur sur adhérence de Zariski : V. On en déduit
I’égalité

E(S4,T,L) = E(V,T, L),

en particulier E(V,T, L) n’est pas réduit a {0} et wg(V) existe.

e En faisant apparaitre E(S4,,L,T)(= E(V,L,T)) comme solution d’un systéme

linéaire & coefficients rationnels, on peut alors montrer qu’il existe un polyndéme :
F. € E(Sq,, L, T)NZ[x] \ {0}
tel que
log max{| coeff(F.)|} < 5<(T + N)log(L + 1) + L{fiess (V) + g)),

puis, en faisant tendre £ vers 0, on obtient une suite de polynoémes F. € Z[x] a

coefficients bornés, donc admettant une sous-suite stationnaire, d’oul le résultat. l

I11.3 Fin de la preuve.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer la seconde inégalité du théoréme 4.2 :

%)

7 < y .
2deg(V) — fress(V)

DEMONSTRATION - On se restreint toujours au cas n = 2, rappelons que l'on
considére une hypersurface V' définie par un polynéme P € Z[x] irréductible de
degré D.
Soit T € N*, T > 3, on pose L := DT?, en particulier 'espace E(V, L, T) n’est pas
réduit & {0}. D’aprés le proposition 4.3, il existe F' € E(V,L,T) N Z[x] \ {0} tel
que :

log max{]| coeff(F)[} < 8((T + 2)log(L +1) + Likess(V) ),

dim Q[x]<, —dim E(V,L,T)
dim E(V,L,T)

ol d =
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Par définition on a :

log M (F)

INA

IN

<

2w 2w
][ ][ log | F(e, ¢¥1)|d6,db,
0 0

log max | F(z,w)|

log max | coeff F| + log <

|
|lw|=1

L+2
2

)

log max | coeff F'| + 2log(L + 2)

ol (L;FQ) est un majorant du nombre de coefficients de F'.

De plus, comme F € E(V, L, T)NZ[x]\{0} il existe G € Z[x]\{0} tel que F = PTG,

d’ou :

donc :

log M(P) <

Majorons § :

M(F)

N~

5 =

(L—D2T+2)

=MP)TM(G) > M(P)T,

(L+2

2

)

L+1

-1

L+2

1

L-DT+1

(

L—-DT

L

“L_DT+2

)2_1

or L = DT?, soit L— DT = DT(T — 1) d’ou

Reportons ceci dans (4.1) :

log M (P)

<

1 DT
T L

AD(T + 2)log(L + 1)

IN

T
T—1

)2_1

2T — 1
(T —1)°

DT (2T — 1)T
L (T-1)?

L
DT
4=
L

+D

car T >

1 2T-1
—4— (T +2)log(L+1)+ T

(T -
T(2T — 1

3

1
)

L
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ﬂeSS(V) +

{@aﬂ+mbgL+1y+Mmmaq)+2byL+2&.

T

(4.1)

1
gLﬂess(V) + f2 log(L + 2)
2log(L +2)



Comme L = DT?, en faisant tendre T vers +co on obtient :

B(V) = IOgM(P) < 2D,aess(V)'

IV  APPROCHES DE LEHMER EN DIMENSION SUPERIEURE.

Comme nous ’avons dit au début du chapitre, on peut étendre la notion de hauteur en
considérant des points de G}, ou des variétés algébriques sur Gy, , les meilleurs résultats

obtenus sont des analogues du théoréme de E. Dobrowolski (3.1) dans les deux cas.

IV.1 Résultats dans G),.

On remplace ici le degré de a par son indice d’obstruction : wg(a), qui est donc
le plus petit des degrés des polynémes de Q[x]| s’annulant en «, de plus on ne parle
plus de nombre non racine de I'unité, mais de points & coordonnées multiplicativement

indépendantes :

Définition 4.5 Soientaq,...,a, € @*, on dit que ces nombres sont multiplicativement
indépendants si :

Y(a,...,a,) €77, [[afi =1= (a1,...,a,) = (0,...,0).
i=1

On peut généraliser la conjecture 1.1 ainsi

Conjecture 4.1 Pour tout n € N*, il existe une constante réelle c(n) > 0 telle que, pour

tout o € G}, dont les coordonnées sont multiplicativement indépendantes, on ait :

o c(n)
)= wo(a)’

Dans cette direction, [Am-Dal] obtiennent, en adoptant la méthode de Dobrowolski :
Théoréme 4.3 Pour tout n € N*| il existe un réel c¢(n) > 1 tel que pour tout o € G}, a
coordonnées multiplicativement indépendantes, on ait :

c(n)

wg(v)

h(e) > log(3wg(a)) "™,
ot k(n) = (n+1)(n+ 1" —n.
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Dans ce méme article, ils en déduisent un corollaire intéressant, nous dit que si a €
b~ 3 b~ N . .
Q" \ Q4,5 ne posséde pas un groupe de Galois trop «grosy, alors la conjecture de Lehmer

est vraie, plus précisément :

Corollaire 4.1 Pour tout entier m € N*, il existe une constante ¢c(m) > 0 telle que la

propriété suivante soit vraze.
Pour tout o € Q" \ Qj,,, tel que #Gal(Q()/Q) < (deg())™ on a :

c(m)
hle) 2 deg(a)’

IV.2 Résultats pour les hypersurfaces.

Si V est une hypersurface définie par le polynéme F € Z[x]| irréductible, le théoréme

de Zhang et la proposition 4.2 nous disent que :
fless(V) =0 < F est un polynéme cyclotomique généralisé.

Dans ce cas précis des hypersurfaces, la conjecture suivante généralise la 1.1 en

dimension supérieur :

Conjecture 4.2 Pour tout n € N*, il existe une constante réelle c(n) > 0 telle que pour
tout polynome non nul F € Z[x] irréductible F(x) # +x; qui ne soit pas un polynome
cyclotomique généralisé, on ait

log M(F') > c(n).

Dans cette direction [Am-Dal] on obtenue un résultat plus précis que le théoréme 4.3 :
I’exposant du logarithme du degré est absolu au lieu de se comporter en n™.

Soit V' une sous-variété de G, ; on note Gy le stabilisateur de V, i. e. 'ensemble

GV:{XEG”m : x.V:V},

£V = {£X = (X1€1, .. .,Xné'n) I Xe V}

Théoréme 4.4 Soit V une hypersurface définie sur Q et Q-irréductible de G}, de degré

D et notons s = dim Gy . Alors, st V' n’est pas une réunion de translatés de sous-groupes

algébriques par des points de torsion de G},, on a
24+1/(n—s)
A( | 1 <log (nlog (nD)))
- 6 1+2/(n—s
Cn <log (nD)) +2/(n—s)

ot C est une constante absolue.
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ANNEXE.

Rappels de géométrie algébrique.

On note souvent en gras pour désigner un multi-indice : a = (ay,...,a,) par
exemple.
Soient I un idéal de k[x1,...,x,] et V C k™, on note

Z(I) = {a € k™ | P(a) = 0,YP € 1}

Iy = {Pe k[x1, ... xn] | P(a) = 0, Ve € V}

Définition 4.6 Une variété algébrique affine V' est un ensemble de la forme V = Z(I),
ot I est un idéal de k[x1,...,%,]. On dit que V est définie sur k si son idéal Iy peut étre

engendré par des polynomes de k[x].

Définition 4.7 Soit V' une variété algébrique (affine) définie sur k. On dit que V est
k-irréductible si elle ne peut s’écrire comme union de deux sous-variétés propres définies
sur k, ce qui revient & dire que Iy est premier.

On dit que V est géométriguement irréductible si elle est Q-irréductible.

Cas particulier des hypersurfaces algébriques.

Définition 4.8 On appelle hypersurface algébrique (définie sur k) une variété algébrique
définie par les zéros d’un polynome de k[x] ; i. e. il existe F € k[x] tel que V = Z((F))
(Iv est principal).

Remarques :
e Une hypersurface V' est irréductible sur k si et seulement s’il existe F' € k[x]
irréductible sur k représentant V.

e Le degré de V est le plus petit des degrés des polyndémes représentant V.
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Exemple : le polynéme x* — 5y? défini une hypersurface de an, irréductible sur Q,

mais sur Q(v/5) on a Z((x* — 5y2)) = Z((x® — v/5y)) U Z((x2 — V/By)).

Définition 4.9 On appelle topologie de Zariski sur k™ la topologie ou les fermés sont les
ensembles Z(I) ou I est un idéal de k[x, ..., Xg].

Propriétés 4.3 Une variété algébrique irréductible est en particulier connexe pour la
topologie de Zariski.
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