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m m DF_ZNJSTUbI8^�Eon M]_ZcLM�pLDKGJNqcon EL_Z_LDF[rfLGJMtsd_LU&cLMuIOG�SK_LNOgvSTIJV]NqcLMuIJDKGJM�N�M]w*e�MXiLPIJUbDF_L_dM]gWN�Ub_de]gWELNxcdSK_LN
V m IJDFELN�gWM]N�i&DFUb_`IJNxNODK_�IxcLM6pdSKEHIJM]EHG�[�UW_LDKGJV]M"iySkG�EL_LM6e]MXGOI�SKUW_LM^�EdSK_`IJUjIJV

q(V )−1 > 0 zo{ _�e�DK_d_dST|bItcLM}idgWELNuEL_LM}f&DKGJ_LMrNOEHi&V]GJUbM�EHGJM}i&DFEHGtgWS\NODF[\[\McLM]NucLM]YKGJV]NucLM}e]M�N"IOG�SK_LNOgvSTIJV]N6cLM4IJDKGJM�N"i&DFEHGucLM�N8RKSKgWM]EHGJN6cLM
q(V )

i&DFgj~H_LDF[\UvSTgWM]N6M]_
gbM}cLM]YKGJV4cLM

V zy� M�e]Uo_on M]NQI8iySTN8gWM4e�SKN8NOU,g�n DF_�M]w*UWYFM4EL_LM4[\UW_LDKG�STIJUbDF_�^�EdSKNOUbP�DTidIJUb[�SKgbMi&DFEHGugWS�pdSKEHIJM�EHG6cdM]N"i&DFUW_`IJN8cdM
V m M]NONOM]_�IJUbM�gbgWM][\M]_�I6gWUb_dV�SKUjGJM}M�_�g.n UW_`R`MXGJNOM}cLE�cLM�YKGJV z�tDFELNuSTiLi&DKGOIJDF_LN8UWe]U�EL_LM4GJVXioDK_dNOM4i�STGOIJUbM�gbgWM}��e]M4idGJDTf�gb��[�M\��_LDFELN8cdDK_d_LDF_LN6EL_LM

[�Sk��DKG�STIJUWDK_�cLM�gvSaNODF[\[\M�cdM]N"cdM]YKGJV]N8cLM�e]M�NqIOG�SK_LNOgvSTIJV]N"cLM4NODFELNQP.IJDKGJM]N8cLM�e�D*cLUb[\M�_HP
NOUbDF_

1
con EL_LMZp`~*i&M]GJNOEHGJl�STe�M

V zA� M]N!GJV]NOELgbI�STIJN m DKfLIJM�_�ELNacdSK_LNagWMZe�SKNacLM G3

m m [�SKUbNe]DF[�idgW�XIJM][\M�_`I	MXw*idgWUbe�UjIJM�N m ioM]EHR`M]_�IAIJDFEHIJM�l�DFUWNAN]n VXIJM]_dcHGJMq� Gn

m m [\D(~`M]_L_�ST_�I�^�ELM]gv^�ELM]Ni&MXIJUbIJM]N8e�DF[ai�gbUWe�STIJUWDK_dN8UW_LpLV]GJM]_`IJM�N6��gvS�cLUW[\M]_LNOUWDF_
n z

�a��� >�>(���A� �L� ���&��@ �L�k� =H@ �L� ����?,�0� ��� >(?��]� � > �O¡d¢�¢�¢y£k¤"¥§¦F¦(¨4©Kª�« iLGJUb[�SKUbGJMk¬ m ¦K¦�­�®H¦ m ¦X¯*¨t¯`ª« NOM�e]DF_LcdSKUbGJMk¬ z°±� � >4� � �*²³>K¤`¥}´ SKEHIJM�EHG	_LDKGJ[�STgWUWNOV]M m YKGJDFEHi&M"[!ELgjIJUbidgWUbe(STIJUbl m iLGJDKfdgW�][\M"cLM � M]pL[\MXG m ioMXIJUbIJNµioDKUW_`IJN z

¶ ·y¸a¹AºA»�¼Z½�¾�¹A¿]»}¸
À�ÁHÂvÃ

n ÄoÅÇÆTÅ ÃXÂ ÆTÈ}É ÁLÊ�ÂvÃXÂ�Ë Å Á ÅÇÅ�ÄoÌÎÍ,Ï�Ð�Å Ê Ì�Ð Ê Ä ÂvÃ ÆHÑoÅ Á Ä ÊrÒkÁ Å ÊÓÂ�Ô&Õ ÈÓÆTÈ Á Å Ê Ì�Æ\ÉoÌ Á ÅoÖHÆT×ØÆTÅ Ã
Å�Ð Ã ÄoÈÓÆTÌ Ô Æ Gn

m

Ô Ð�Å Ê Pn Ñ Ô&ÕTÙ Å Â É�Ð�È
ι : (α1, . . . , αn) 7→ (1 : α1 : . . . : αn).

Ï�Ð�Å Ê Ì�Ð Ê Ä ÂvÃ Æ Gn
m

Ô&ÕKÊ�Â ÖHÅoÆTÈ]Ð Gn
m(Q) Í�Ú Ã Ð�Å ÃÇÔ&Á ÅoÅ Õ ÆÛÄoÅoÆ ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÝ Ð�È Â�ÕkÃXÕ Ð�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ VÔ Æ Gn

m Ñ�Å Á Ä Ê Å Á*Ã ÆTÈ Á Å Ê ÈÓÆ Ê ÉµÆ Ò(ÃXÂvÝ ÆT×ØÆTÅ Ã ĥ(V ) Æ Ã deg(V ) Ì�ÐÇà�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ�Å Á ÈÓ×BÐ�Ì Â�Ê�Õ ÆÛá Ô&ÕTÙ&Ü
Å Â Æ Ô Ð�Å ÊBâ Ï\ãuäHä&ÑxÏ�ãtåHå`æ�ç�Æ Ã Ì�Æ Ô ÆTÖHÈ ÕØÔ ÆèÌÎéjÐ Ô à Õ ÈÓÆTÅ Ò Æ Ô ÆBê�Ð�È Â�ÊÓë�ÂuÔ Æ ι(V )

Ô Ð�Å Ê Pn Íxì6Å
É�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈ�Ì�Ð�à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈaÅ Á ÈÓ×BÐ�Ì Â�ÊÓÕ Æ Ô éíÄoÅ�É ÁHÂ Å Ã α

Ô Æ Gn
m

Ê ÆTÈ]Ð�Ì�Ð�à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ô Æ2î§Æ Â ÌxÌ Á ÖdÐ Ü
È ÂvÃ ào× Â�ß ÄoÆBÆ Ã Ð Þ,ÊÓÁ Ì�ÄoÆ�ï Ô Æ ι(α) ð�Å Á Ä Ê Ì�ÐhÅ Á*Ã ÆTÈ Á Å Ê�ÊÓÂ ×èÉoÌ�ÆT×èÆTÅ Ã h(α) ÍqÏaÆBÉoÌ�Ä Ê Ñ�É Á ÄoÈ
ñQòÓókô�õ"öbò�÷`ø(ùÎú4ô"û`ü�ý�ü`þ\ò�üFÿaþ`öjò(õJô�ýxò(ùÎõ����jú���û��jô�÷`÷`ôJý

�



ÃXÁ Ä Ã É Á Ì��yÅ��H×èÆ F Å Á Å Å�ÄoÌ�� ÒkÁ Æ�� ÒkÂ ÆTÅ Ã]Ê Ð�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ Ê Ñ h(F )
Ô&ÕKÊÓÂ ÖHÅoÆTÈ]Ð Õ ÖdÐ�Ì�ÆT×ØÆTÅ Ã Ì�Ð

à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ô Æ�î Æ Â Ì Ô ÄhÉ ÁHÂ Å Ã ÉoÈ Á	� Æ Ò(ÃXÂ�Ë8Ô&ÕTÙ Å Â É�Ð�È Ê Æ ÊrÒkÁ Æ�� ÒkÂ ÆTÅ Ã]Ê Í
 Ð ÒkÁ Å � Æ Ò(Ã ÄoÈÓÆ Ô Æ 
 ÆTào×èÆTÈ}Å Á Ä Ê!Ô&ÂvÃ!ß Ä	é Â ÌxÆ�� Â�ÊJÃ ÆZÄoÅoÆ ÒkÁ Å ÊJÃ Ð�Å Ã Æ c > 0
Ã ÆTÌ�Ì�Æ ß ÄoÆ ÃXÁ Ä Ã

É ÁHÂ Å Ã α ∈ Gm
ß Ä Â Å	éíÆ ÊJÃ É�Ð Ê!Ô Æ ÃXÁ È Ê�Â�Á Å ÝLÕ È Â�Ù Æ�


h(α) ≥
c

[Q(α) : Q]
.

� Á Ä Ê Ä ÃXÂ Ì Â�Ê ÆTÈ Á Å Ê ÄoÅoÆèÐ�Ä Ã ÈÓÆ ß Ä�Ð�Å ÃXÂvÃXÕ Ñ ß Ä Â"ÒkÁ�� Å ÒkÂ�Ô ÆØÐ Ý Æ Ò Ì�ÐBà�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ\Å Á ÈÓ×BÐ�Ì Â�ÊÓÕ Æ�ÆTÅÔ&Â ×ØÆTÅ Ê�Â�Á Å 1 
xÌ�Æ������������������������ �!�"��#jÍqã Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã ÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ
Ð�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ V Æ ÃZÃXÁ Ä Ã È Õ ÆTÌ
θ > 0 ÑoÅ Á*ÃXÁ Å Ê

V (θ) := {α ∈ V | h(α) ≤ θ}.

 Æ�× Â Å Â ×�Äo× Æ ÊXÊ ÆTÅ ÃXÂ ÆTÌ µ̂ $&%�% (V ) Æ Ê�Ã Ð�Ì Á È Ê2Ô&ÕTÙ Å ÂuÒkÁ ×è×èÆ�Ì�Ð ÞµÁ ÈÓÅoÆ Â Å Ë.Õ È Â ÆTÄoÈÓÆ Ô Æ Ê θ > 0

É Á ÄoÈ!Ì�Æ ÊÓß ÄoÆTÌ Ê V (θ) Æ Ê�Ã ê�Ð�È Â�ÊÓë�ÂvÜQÔ ÆTÅ Ê Æ Ô Ð�Å Ê V Ñ Á Å�ÐèÐ Â Å Ê�Â 

µ̂ $&%�% (V ) = sup

Y ⊆V
codimV (Y )=1

inf {h(α) | α ∈ V \ Y } .

' Ð�ÉoÉµÆTÌ Á Å Ê�ß ÄoÆZ× Â Å Â ×�Äo× Æ ÊÓÊ ÆTÅ ÃXÂ ÆTÌ�Æ Ã à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈaÅ Á ÈÓ×BÐ�Ì Â�Ê�Õ Æ Ê�Á Å Ã!Ã È)( Ê Ì Â�ÕKÊ Ñ ÒkÁ ×è×èÆ�Å Á Ä Ê
Ì�Æ Ô&ÂvÃ Ì�Æ Ò Ð Ê É�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈ Ô éíÄoÅ�È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã�Ô Æaêµà�Ð�ÅoÖBá+*-, .�, â êµà�ÐHä0/*ÐoÑ Ã àoÆ Á ÈÓÆT×1/�Í32Fæ,Æ Ã�â êµà�ÐHä0/ Þ ÑÃ àoÆ Á ÈÓÆT× � Í � å`æ54Kç6


ĥ(V )

deg(V )(dim(V ) + 1)
≤ µ̂ $&%�% (V ) ≤

ĥ(V )

deg(V )
. á � ç

ã Á ÄoÈ Õ Å Á Å Ò ÆTÈ Ô Æ ÊZÒkÁ Å � Æ Ò(Ã ÄoÈÓÆ Ê Ð�Å�Ð�Ì Á ÖHÄoÆ Ê � Ò ÆTÌ�Ì�Æ Ô Æ 
 ÆTào×èÆTÈ2ÆTÅ Ô&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å ÊZÊ ÄoÉ ÕkÜ
È Â ÆTÄoÈÓÆ Ê Ñ Â Ì�Ð�ÉoÉ�Ð�È]Ð87 Ã ÉoÌ�Ä Ê Å�Ð Ã ÄoÈÓÆTÌ Ô éíÄ ÃXÂ Ì Â�Ê ÆTÈ�ÄoÅ Ð�Ä Ã ÈÓÆ Â Å Ý Ð�È Â Ð�Å Ã�ß ÄoÆØÌ�Æ Ô ÆTÖHÈ Õ 
xÌÎé9���;:<�"*=�
:?> @BAC�=�!DC�E*��!�"@<� Ô Æ V É�Ð�È�È]Ð�ÉoÉ Á È Ã ��ÄoÅ ÒkÁ ÈÓÉ Ê k ⊆ Q Ñ�Å Á*ÃXÕ ωk(V ) ÍGFtÆTÌ�Ä ÂvÜQÒkÂ Æ ÊJÃ�Ô&ÕTÙ Å ÂÒkÁ ×Ø×èÆ\Ì�Æ�× Â Å Â ×�Äo× Ô Æ ÊrÔ ÆTÖHÈ ÕKÊ!Ô éíÄoÅoÆ2àB�yÉµÆTÈ Ê ÄoÈ Ë Ð Ò Æ Ô&ÕTÙ Å Â Æ Ê ÄoÈ k

ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã V Í
HJILK�M�N�O	P-Q?R8NTS;U!SWV @<��DX�&@	�Y�Z��� �!�"��D n ≥ 1 [\�]#5��^	���=�&�X�Y�;�_*�@<�E�=�&`<� �&� c(n) > 0 �&��#�#��_a��E�C[b @<�YDc�&@<�Y�&�c��@<���Cd&e<`	D=�"f��&f V :0� Gn

m a���� �;�g��@	�]�h*=@<� �&�C�E�E�i:0`<�E�g`<�E*����L�g�����"@	�j:0�g�!D�`<���C#�`��&fC�
:B�k��@<���Cdl�&@<D+���Zm b `<DJ:B�C� b @<���E�!�J:0�J�&@<DC���"@<�n@<�n`<�]�Zo

µ̂ prq!q (V ) ≥
c(n)

ωQ(V )
.

� Á*ÃXÁ Å Ê�ß ÄoÆ Ê�Â n = 1 Æ Ã V Æ Ê�Ã È ÕKÔ Ä ÂvÃ Æ_�èÄoÅ�É ÁHÂ Å Ã α ∈ Gm Ñ�Å Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê µ̂ $&%�% (V ) =

h(α) Æ Ã ωQ(V ) = [Q(α) : Q] ÑyÐ�Ä Ã ÈÓÆT×èÆTÅ Ã4Ô&ÂvÃ�Â Ì Ê éjÐ�Ö ÂvÃ�ÞoÂ ÆTÅBÌs� Ô éíÄoÅoÆaÖ Õ Å Õ È]Ð�Ì Â�Ê Ð ÃXÂ�Á Å Ô ÆaÌ�ÐÒkÁ Å � Æ Ò(Ã ÄoÈÓÆ Ô Æ 
 ÆTào×èÆTÈTÍHÏ�Ð�Å Êrâ t Ï�äHä`æoÆ Ã!â t Ï�å � æ�ÑHÌ�Æ Ê Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ê × Á Å Ã ÈÓÆTÅ Ã Ì�Ð ÒkÁ Å � Æ Ò(Ã ÄoÈÓÆ � Í �
��ÄoÅ Ë Ð Ò(Ã ÆTÄoÈ�u log v
ÉoÈ)( Ê 


wlx"ò�÷`ýZy x5zL{C|-}Hõ�ø(ùÎøkö öbò �jùÎôc~-� �+�s}Hø(÷2þ*ø(ü`ùÎù�ò ���Tò�öjôJú}ô�÷��5��ùÎø(üFókô�ùqü`÷`ôtþ`ùÎôJüFóTôtþ`öjü`ý ��ö ��ú4ô�÷��Qò � ùÎôtû�ò�÷`ýqöjôõÓò�û`ùÎô8û`ô�ý	ó(ò�ù � �l� ��ýxòC� ��ö � ô�÷`÷`ô�ý)}�ú}ò �jýh�Kü��dý)� ò(û�ò�þ-��ô����jô�÷�ò(ü�õÓò�ý	û`ô
Gn

m

�����÷6��ø(ùÎô8û���ý ���(÷`ô�ù�ò�ü`÷��(ùÎø(ü`þHô6ò�ö�� ���`ù ���Tü`ô8õJøk÷`÷`ôOÿFôC�
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����� I R����TNnS U
	 V @<��D_�&@<�Y�6���E�!�"��D n ≥ 1 [Z�]# ��^	���=�&���Y�;�j*=@<���C�&`<� �&� c(n) > 0 �&��#�#��ja��E�C[b @<�YD �&@	�Y�&�j��@<�Y�=d&e	`<DC�"f��&f V :0� Gn
m :0f����E�"� ���YD Q [ a���� �L�j��@<�]� *=@<� �&�C�E�E� :0`<�E� `<�E*����L�

�Y���"@<�T:0�X�!D+`<�E�=#9`	�&f��X:B�k��@<���Cdl�&@<D+��� b `<Dk��� b @<��� �Z:0�J�&@<DC���"@<�n@<�n`<�]�Zo
µ̂ prq!q (V ) ≥

c(n)

ωQ(V )
· (log(3ωQ(V )))−κ(n) ,

@�
 κ(n) := 2n(n + 1)!n − 1 ,
' ÆT×
Ð�È ß Ä Á Å Ê�ß ÄoÆ�Ì�Æ Ê àB�yÉ Á*Ã à�( Ê Æ Ê\Â�ÒkÂ ÅoÆ Ê�Á Å Ã É�Ð Ê ` b DC�"@<D=�x× Â Å Â ×BÐ�Ì Â�Ê�Ã Æ Ê Ñ Ò Ð�È Ê ÆTÄoÌ�Æ Ê

Ì�Æ Ê�Ý Ð�È Â�ÕkÃXÕKÊBß Ä Â!Ê�Á Å Ã ÉoÈ ÕKÒkÂ�Ê�Õ ×èÆTÅ Ã ÄoÅ Â�Á Å Ô Æ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊBÔ Æ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ê É�Ð�È Ô Æ Ê É ÁHÂ Å Ã]ÊÔ Æ ÃXÁ È ÊÓÂ�Á Å ÊÓÁ Å Ã�Ô ÆBà�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ�Å�ÄoÌ�Ì�ÆHÍ � Á Ä Ê ÅoÆBÅ Á Ä ÊZÕkÃ ÆTÅ Ô È Á Å Ê É�Ð Ê�Ê ÄoÈ Ò Æ Ê Ä � Æ Ã Ñ�Å Á*ÃXÁ Å Ê
Å Õ Ð�Åo× ÁHÂ Å Ê2ß ÄoÆ�Ì�Æ Ò Ð Ê2Ô Æ Ê\Ý Ð�È Â�ÕkÃXÕKÊ�ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�ÄoÆ ÊZÔ Ð�Å Ê ÄoÅoÆØÄoÅ Â�Á Å Ô Æ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊ�Ô Æ ÊÓÁ Ä Ê�ÜÃXÁ ÈÓÆ Ê É�Ð�È Ô Æ Ê É ÁHÂ Å Ã]ÊhÔ Æ ÃXÁ È ÊÓÂ�Á Å Ê Æ È]Ð�×�(TÅoÆ�ÉoÈ Â Å ÒkÂ É�Ð�Ì�ÆT×èÆTÅ Ã Ð�Ä ×��T×èÆ ÉoÈ ÁHÞ Ì9(T×èÆ ÆTÅÔ&Â ×ØÆTÅ Ê�Â�Á Å Â Å Ë.Õ È Â ÆTÄoÈÓÆHÍ

Ï\Ð�Å Ê Ì�Ð Ê Ä ÂvÃ ÆHÑ�Å Á Ä Ê Å Á Ä ÊuÂ Å ÃXÕ ÈÓÆ ÊXÊ�Á Å Ê Ð�ÄY��× Â Å Á È]Ð ÃXÂ�Á Å ÊtÔ Æ!Ì�Ð\à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ô Æ Ý Ð�È Â�ÕkÃXÕKÊtÔ ÆÃ �yÉµÆtÖ ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆHÑB�",��-, Â Å Ô&Õ ÉµÆTÅ Ô Ð�Å Ã Æ ÊqÔ ÆuÌ�ÆTÄoÈ Ê�ÒkÁ ÈÓÉ ÊqÔ Æ Ô&ÕTÙ Å ÂvÃXÂ�Á Å	Í���Å2ÉµÆTÄ ÃqÒkÁ Å � Æ Ò(Ã ÄoÈÓÆTÈ
Ì�Æ2È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð ÃaÊ Ä ÂvÝ Ð�Å Ã 

HJILK�M�N�O	P-Q?R8NTS;U
��� @<�]� V �Y�;�X��@	���=d&e	`<DC�"f��&f b D+@ b D+�������Bf�@<��f��!DC�"a��E�������E�\��DCD+f�:	�E*��!�rAC#9��:0�
Gn

m , � � V �L> ���C�g*�@	�E�&���E�E��:0`<�E�X`<�E*���� �!D+`<�E�=#9`	�&f�: > ��� ��@	���=dl�&@<D�� b D+@ b D+��:0� Gn
m [g`	#9@<DC�

µ̂ prq!q (V ) ≥
c′(n)

ω
Q
(V )

,

@�
 c(n) > 0 ���=�\���L��*=@<���C�&`<� �&�X�L��:Bf b ���L:0`<� �ZaC� ��:B� n ,
F Á ×è×ØÆ Ô Ð�Å Ê Ì�Æ Ò Ð Ê Ð�È ÂvÃ ào× ÕkÃXÂ�ß ÄoÆHÑ Á Å ÅoÆ\ÉµÆTÄ Ã É�Ð Ê4Ô&Á ÅoÅoÆTÈ Ô Æ\× Â Å Á È]Ð ÃXÂ�Á Å Ô Ä × Â Å ÂvÜ

×�Äo× Æ ÊÓÊ ÆTÅ ÃXÂ ÆTÌ Ô éíÄoÅoÆ Ý Ð�È Â�ÕkÃXÕ Ö ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆT×èÆTÅ Ã�Â ÈÓÈ ÕKÔ Ä Ò(ÃXÂ�Þ Ì�Æ ß ÄoÆTÌ ÒkÁ Å ß ÄoÆHÑyÅoÆ Ô&Õ ÉµÆTÅ Ô Ð�Å Ãß ÄoÆ Ô Æ Ê�Á Å Â Å Ô&Â�Ò Æ Ô é ÁHÞ,Ê�Ã ÈÓÄ Ò(ÃXÂ�Á Å	Í ' ÆT×BÐ�È ß Ä Á Å ÊrÃXÁ Ä Ã�Ô éjÐ ÞµÁ È Ô ß ÄoÆ�Ì�Æ Ò Ð ÊaÔ Æ ÊrÃ È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊÔ Æ ÊÓÁ Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ ÊZÊ Æ�È]Ð�×�(TÅoÆ�Æ ÊÓÊ ÆTÅ ÃXÂ ÆTÌ�Ì�ÆT×èÆTÅ Ã Ð�Ä�ÉoÈ ÁHÞ Ì9(T×èÆ Ô Æ 
 ÆTào×èÆTÈ\É Á ÄoÈ2Ì�Æ Ê É ÁHÂ Å Ã]Ê2Ô Æ
Gn

m ð Ô Ð�Å Ê Ì�Æ Ò Ð Ê Ö Õ Å Õ È]Ð�ÌÎÑ Â ÌyÅ	éíÆ Ê�Ã É�Ð Ê É ÁLÊXÊ�Â�Þ Ì�Æ Ô Æ4× Â Å Á ÈÓÆTÈ"Ì�Ð!à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ô éíÄoÅoÆ ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÝ Ð�È Â�ÕkÃXÕ
V ÄoÅ Â�ß ÄoÆT×ØÆTÅ Ã ÆTÅ Ë.Á Å Ò(ÃXÂ�Á Å Ô Æ Ê�Á Å Ô ÆTÖHÈ Õ Ö ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆ ÊÓÂ ÌÎé Á ÅBÅoÆ Ë Ð ÂvÃ Ð�Ä Ò ÄoÅoÆ�àB�yÉ Á*Ã à�( Ê ÆÊ ÄoÈ V Í�ã Á ÄoÈ ÝLÁHÂ È Ò ÆTÌ�ÐyÑ ÒkÁ Å Ê�Â�Ô&Õ È Á Å Ê ÄoÅoÆ Ê Ä ÂvÃ Æ Ô ÆØÉ ÁHÂ Å Ã]Ê (αi)i

Ô Æ Gn
m

Ã ÆTÌ Ê�ß ÄoÆ h(αi)Ã ÆTÅ Ô�Ý ÆTÈ Ê 0
ß Ä�Ð�Å Ô i

Ã ÆTÅ Ô�Ý ÆTÈ Ê ÌÎé Â Å Ù Å Â á�É�Ð�È6Æ��yÆT×èÉoÌ�Æ αi = (31/i, . . . , 31/i) ç�Í � Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê ÑÔ éjÐ�ÉoÈ)( Ê á � ç6

ĥ(αi · H) ≤ ndeg(αi · H)µ̂ $&%�% (αi · H) ≤ ndeg(H)h(αi).

��Å ÉµÆTÄ ÃrÃXÁ Ä Ã Æ Ë.ÁHÂ�ÊrÕ Å Á Å Ò ÆTÈ Ô Æ Ê}ÒkÁ Å � Æ Ò(Ã ÄoÈÓÆ ÊaÊ ÆT× Þ Ì�Ð Þ Ì�Æ Ê ��Ì�Ð ÒkÁ Å � Æ Ò(Ã ÄoÈÓÆ � Í���É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã ÆÝ Ð�È Â�ÕkÃXÕ V
ß Ä Â Å	éíÆ ÊJÃ É�Ð Ê ÄoÅ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕZÔ éíÄoÅ ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÃXÁ ÈÓÆHÑ,ÆTÅ ÒkÁ Å ÊÓÂ�Ô&Õ È]Ð�Å Ã ÄoÅ Â Å Ý Ð�È Â Ð�Å Ã ÉoÌ�Ä ÊÙ Å	Ñ8ÌÎé9���;:	�"*�� : > @BAC�=�!DC�E*��!�"@<� D+��#�`��!� .]Ñ ß Ä Â ÉoÈÓÆTÅ Ô ÆTÅ ÒkÁ ×ØÉ Ã Æ Ì�Æ ÉoÌ�Ä Ê ÉµÆ ÃXÂvÃ�Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ�Ô éíÄoÅÊÓÁ Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã Ì�Ð Ý Ð�È Â�ÕkÃXÕ Í���ÅZÉ Á ÄoÈÓÈ]Ð�� Ò ÆuÉoÈ Á É ÁLÊ"ÒkÁ Å Ê ÄoÌ Ã ÆTÈ â Ï\ãtäHä&Ñ ÒkÁ Å � Æ Ò(Ã ÄoÈÓÆ � Í � æ

Æ Ã�â t Ï\å��yÑ ÒkÁ Å � Æ Ò(Ã ÄoÈÓÆ � Í32Fæ�Í
ÏaÆ�Å Á Ä Ý ÆFÐ�Ä	Ñ Ô Ð�Å Ê @ b ,G*��]�&,xá Ã à ÕTÁ È)(T×èÆ � Í���ç�Ñ�Ì�Æ Ê Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ê × Á Å Ã ÈÓÆTÅ Ã Ì�Ð ÒkÁ Å � Æ Ò(Ã ÄoÈÓÆ � Í��

��ÄoÅ u ε vBÉoÈ)( Ê 
 �



����� I R����TNnS U�� � @<�]� W ���L����@<���Cd&e	`<D=�"f��&f b D+@ b D+� ��� �Bf�@<��f��!DC�"a��E�������E�Z��DCD+f�:	�E*��!�rAC#9� :0�
Gn

m :0� *�@-:<�������E���"@<� k , � � W � > ���=�j*�@<� �&�����E� :B`<���n`<�E*���� �!D+`<�E�=#9`	�&f : > ��� ��@	���=dl�&@<D��b D+@ b D+��:0� Gn
m [g`	#�@	D=�

µ̂ prq!q (W ) ≥
c′(n)

ωQ(W )
·
(

log(3ω
Q
(W ))

)−λ(k)
,

@�
 c(n) > 0 ���=�\���L��*=@<���C�&`<� �&�X�L��:Bf b ���L:0`<� �ZaC� ��:B� n [Z��� λ(k) :=
(

9(3k)k+1
)k ,

� ÌrÆ Ê�Ã ×��T×èÆÇÉ ÁLÊXÊ�Â�Þ Ì�Æ Â�ÒkÂaÔ éjÐ���Ð Â�Þ Ì Â ÈBÌ�Æ Ê àB�yÉ Á*Ã à�( Ê Æ Ê Ñ ß Ä ÂvÃÓÃ Æ � ÉµÆTÈ Ô ÈÓÆ ÄoÅ ÉµÆTÄ Ê ÄoÈ
Ì�Æ Ã ÆTÈÓ×èÆ Ô éíÆTÈÓÈÓÆTÄoÈTÍaì6Å�Æ��µÆ Ã Ê�Â ÌÎé Á Å ÒkÁ Å Ê�Â�Ô (TÈÓÆ ÄoÅoÆ Ý Ð�È Â�ÕkÃXÕ V Ñ O�I ��� I	��
 K;P-N��
� I	� � N
Ô éíÄoÅoÆ Â Å Ã ÆTÈ Ê Æ Ò(ÃXÂ�Á Å Ô éíàB�yÉµÆTÈ Ê ÄoÈ Ë Ð Ò Æ Ê�Ô Æ Ô ÆTÖHÈ Õ Ð�Ä ÉoÌ�Ä Ê�� ω ÍxÏ\Ð�Å ÊBâ t Ï�å0/�Ñ Ã à ÕTÁ È)(T×èÆ � Í3/
Æ Ã Ì�ÆT×è×èÆ 2�Í32Fæ�ÑxÌ�Æ Ê Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ê × Á Å Ã ÈÓÆTÅ Ã�ß ÄoÆ ÊÓÂ W Æ Ê�Ã ÄoÅoÆ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÝ Ð�È Â�ÕkÃXÕÇÔ Æ V Ñ ß Ä Â Å	éíÆ Ê�ÃÒkÁ Å Ã ÆTÅ�ÄoÆ Ô Ð�Å Ê Ð�Ä Ò ÄoÅ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ�Ô éíÄoÅ ÊÓÁ Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ô Æ V Ñ�Ð�Ì Á È ÊrÁ Å Ð

µ̂ $&%�% (W ) ≥
c′(n)

ω
· (log(3ω))−λ(n−1) , ár2Hç

Á��
c′(n) > 0 Æ ÊJÃ ÄoÅoÆ ÒkÁ Å ÊJÃ Ð�Å Ã ÆZÅoÆ Ô&Õ ÉµÆTÅ Ô Ð�Å Ãaß ÄoÆ Ô Æ n Í ' ÆT×
Ð�È ß Ä Á Å Ê}ß Ä	é Â Ì Ê éjÐ�Ö ÂvÃ!ÞoÂ ÆTÅ

Ìs� Ô éíÄoÅoÆBÖ Õ Å Õ È]Ð�Ì Â�Ê Ð ÃXÂ�Á Å Ô Ä Ã à ÕTÁ È)(T×èÆ � Í��oÑ Â Ì Ê Ä�� Ã É Á ÄoÈ Ò ÆTÌ�Ð Ô ÆèÉoÈÓÆTÅ Ô ÈÓÆBÉ Á ÄoÈ V ÄoÅoÆ
àB�yÉµÆTÈ Ê ÄoÈ Ë Ð Ò Æ Ô Æ Ô ÆTÖHÈ Õ × Â Å Â ×BÐ�Ì ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã W Ñ�Ð�Ä ß ÄoÆTÌ Ò Ð ÊrÁ Å Ð ω

Q
(W ) = ω Í� Á*ÃXÁ Å Êhß ÄoÆ Ô Ð�Å ÊhÒ Æ ÊhÔ ÆTÄY� È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã]Ê Å Á Ä Ê Å	éjÐ ÝLÁ Å Ê Ð�Ä Ò ÄoÅoÆ Â Å Ë.Á ÈÓ×BÐ ÃXÂ�Á Å Ê ÄoÈhÌ�Æ Ê

É ÁHÂ Å Ã]Ê Ñ Ò ÆTÄY� ÜQÒkÂ�ÕkÃ Ð�Å ÃZÃ È ÂvÝyÂ Ð�Ì�ÆT×èÆTÅ Ã�Ô Æ Ê2Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊ�Ô Æ ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ê Í � Õ Ð�Åo× ÁHÂ Å ÊZÁ Å§ÉµÆTÄ Ã
× Á Å Ã ÈÓÆTÈ ß ÄoÆHÑ ÊÓÂ ÌÎé Á Å Å Á*Ã Æ V ◦ Ì�Ð Ý Ð�È Â�ÕkÃXÕ V ÉoÈ ÂvÝLÕ Æ Ô Æ ÃXÁ Ä Ê Ì�Æ Ê!Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊ\Ô Æ ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ê
Å Á Å Ã È ÂvÝyÂ Ð�ÄY� ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ä ÊBÔ Ð�Å Ê V Ñ Â Ì}Å	éíÆ�� Â�Ê�Ã Æ Ð�Ä ÉoÌ�Ä Êèß Ä	éíÄoÅ Å Á × Þ ÈÓÆ Ù Å ÂrÔ ÆÇÉ ÁHÂ Å Ã]ÊØÔ Æ
uBÉµÆ ÃXÂvÃ Æjv�à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ô Ð�Å Ê V ◦ Í	ã6Ì�Ä Ê ÉoÈ ÕKÒkÂ�ÊÓÕ ×èÆTÅ Ã Ñ�ÆTÅ � äHä0/�Ñ�ì}Í�� Á × ÞoÂ ÆTÈ Â Æ Ã�� Íxê�Ð�ÅoÅ Â ÆTÈ
× Á Å Ã ÈÓÆTÅ Ã á ÝLÁHÂ È â �rê�ä0/`æ�ç ß ÄoÆ Ê�Â V Æ Ê�Ã ÌÎé Â Å Ã ÆTÈ Ê Æ Ò(ÃXÂ�Á Å Ô éíàB�yÉµÆTÈ Ê ÄoÈ Ë Ð Ò Æ Ê4Ô Æ Ô ÆTÖHÈ Õ ≤ d Ñ�Ð�Ì Á È ÊÂ Ì&Æ�� Â�ÊJÃ Æ Ô ÆTÄY��Å Á × Þ ÈÓÆ Ê q > 0 Æ Ã ε > 0

Ã ÆTÌ Ê8ß ÄoÆ�ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ô Æ Ê É ÁHÂ Å Ã]Ê8Ô Æ V ◦ Ñ Ô Æ�à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ
≤ ε Ñ�Æ ÊJÃ�Ù Å Â Ñ Ô Æ Ò Ð�È Ô&Â Å�Ð�Ì�Ð�Ä§ÉoÌ�Ä Ê q Í � Á*ÃXÁ Å Ê�ß Ä	é Â Ì Ê Ä ÃXÂ Ì Â�Ê ÆTÅ Ã ÄoÅoÆèà�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈZÌ Õ Ö�(TÈÓÆT×èÆTÅ ÃÔ&Â � Õ ÈÓÆTÅ Ã Æ hs Ñ ÒkÁ ÈÓÈÓÆ Ê É Á Å Ô Ð�Å Ã Ð�Ä ÉoÌ Á ÅoÖHÆT×ØÆTÅ Ã s : Gn

m ↪→ Pn
1 ð Ò Æ ÃÓÃ Æ�à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ\ÉµÆTÈÓ×èÆ Ã�Ô ÆÔ&ÕTÙ Å Â ÈTÑ;e-�"`4ÌÎéjÐ�ÉoÉoÌ Â�Ò Ð ÃXÂ�Á Å (α,β) 7→ hs(α ·β−1) ÑLÄoÅoÆ Ê ÆT× ÂvÜQÔ&Â�Ê�Ã Ð�Å Ò Æ Ê ÄoÈ Gn

m Í � Ì,Æ Ê�ÃtË Ð ÒkÂ Ì�ÆÔ Æ ÝLÁHÂ È ß ÄoÆ Ò Æ ÃÓÃ Æ\à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ}Æ ÊJÃ}ÕKß Ä ÂvÝ Ð�Ì�ÆTÅ Ã ÆJ�ZÌ�Ð�Å�� Ã ÈÓÆHÑ&ÆTÅ Æ��µÆ Ã É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã α ∈ Gn
m Å Á Ä Ê

Ð ÝLÁ Å Ê 
 1
nh(α) ≤ hs(α) ≤ nh(α) Í� ÒkÂ Ñ ε Æ Ã q

Ô&Õ ÉµÆTÅ Ô ÆTÅ Ã�Ô Æ n Æ Ã�Ô Æ d Æ Ã�Ê�Á Å Ã Æ��AÆ Ò(ÃXÂvÝ ÆT×èÆTÅ Ã�Ò Ð�Ì Ò ÄoÌ�Ð Þ Ì�Æ Ê ÍqãqÆTÄ Ð�ÉoÈ)( Ê ÑÔ Ð�Å Ê�â ÀyÒ à�ä��oÑ Ã àoÆ Á ÈÓÆT× �*æ�Ñdî�Í�� Í ÀyÒ ào× Â�ÔyÃtÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã Å Á*Ã Ð�×è×èÆTÅ Ã ÄoÅoÆ Ý ÆTÈ Ê�Â�Á ÅBÆ��yÉoÌ Â�ÒkÂvÃ Æ Ô ÆÒ Æ2È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã 

����� I R����TNnS U���� @<�]� V ���;�c��@<���Cd&e<`	D=�"f��&fZ:B� Gn

m [ ��� �&��D=����*��!�"@<�j: > ��� b �CDC���YD].�`0*=���c:0� :B� �	D+f
≤ d [ �;@��&@<��� N(d) :=

(n+d
d

) ���
q(V ) := exp

(

(4n)2dN(d)
)

.

��x"ò�÷`ý\y  x"!$#+�s}`õJô8÷`økúc�`ùÎô
ω
ô�ý"�xò�þ`þHô�ö �&%('*)+%�,.-/)$-10�243+56%879%8'�:9-<;9=?>+@A3+:B%�>+'}û`ô

V
�

�



� #�@	D=�k#���� b @<���E�!� α ∈ V ◦ �&��#3�XaC� � hs(α) ≤ q(V )−1 ��@<� �Z`<� b #3��� q(V ) ,
' ÆT×
Ð�È ß Ä Á Å Êrß ÄoÆ V ◦ ÉµÆTÄ Ã � Ã ÈÓÆ ÝyÂ�Ô ÆHÑ ÒkÁ ×è×ØÆ�Ì�Æ2× Á Å Ã ÈÓÆ2ÌÎéíÆ��yÆT×èÉoÌ�Æ Ê Ä ÂvÝ Ð�Å Ã 


��� N���� �]N�� À�ÁHÂvÃ
C ÄoÅoÆ ÒkÁ ÄoÈ Þ Æ Ô Æ G2

m

Ô Æ Ê�Ã Ð ÞoÂ Ì Â�Ê Ð Ã ÆTÄoÈ Ô&Â�ÊXÒ ÈÓÆ Ã Æ ÃrÊÓÁHÂvÃ V := C ×Gm ⊆

G3
m Í?F Á ×è×èÆ V Æ ÊJÃ ÄoÅoÆ�ÄoÅ Â�Á Å Â Å Ù Å Â Æ Ô Æ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊ2Ô Æ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ê Å Á Å Ã È ÂvÝyÂ Ð�ÄY�AÑ�Å Á Ä Ê

Ð ÝLÁ Å Ê V ◦ = ∅ Í
ã8Ì�Ä Ê È ÕKÒ ÆT×è×èÆTÅ Ã Ñ Ô Ð�Å Ê\â Ï\ãuäHäoÑ Ã à ÕTÁ È)(T×ØÆ � Í��`æ�Ñ À ÍyÏ\Ð ÝyÂ�Ô Æ Ã ãqÍ�ã6à Â Ì Â ÉoÉ Á Å Ð�× Õ Ì Â�Á ÈÓÆTÅ Ã

Ì�Æ2È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð ÃaÔ Æ�î Í � Í ÀyÒ ào× Â�ÔyÃ 

����� I R����TNnS U���� @<�]� V ���;�X��@<���Cd&e	`<D=�"f��&f�:B� Gn

m [g���\�;@	�&@	���
q(V ) :=

(

2n+4dim(V )+22 deg(V ) (log(deg(V ) + 1))2/3
)7dim(V )

.

� #�@	D=�k#���� b @<���E�!� α ∈ V ◦ �&��#3�XaC� � hs(α) ≤ q(V )−3/4 ��@<� �Z`<� b #���� q(V ) ,
ì8Å Ë Ð ÂvÃ Ñ ÒkÁ ×è×èÆ4Ì�Æ Ê Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ê Ì�Æ}ÈÓÆT×
Ð�È ß ÄoÆTÅ ÃtÔ Ð�Å Êaâ t Ï�å0/Fæ�ÑLÄoÅ�È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã ÉoÌ�Ä Ê ÉoÈ ÕKÒkÂ�Ê Æ ÊJÃ

× Á Å Ã È ÕtÔ Ð�Å Ê4â Ï�ãtäHä�æ�á ÝLÁHÂ È�Ì�ÐrÉoÈ Á É ÁLÊ�ÂvÃXÂ�Á Å /�Í �LçG
Yu #)> �������C�jAC#9� :B�C� b @<��� �!�Z:0� V :0�&��`<�Y�&����D
���-.�f�D=�"����D��6@<�jf �B`	#�� q(V )−3/4 ���=�5*�@<� �&�����j:0`	���g�Y�;� D+f����E�"@<� �G���"��:0� �!D+`<�E�=#9`	�&f�� :B� ��@<���=d
�&@	D+��� B1, . . . , Bm *�@<� �&������� :0`<�E� V �&��#3��a��E� ∑m

j=1 deg(Bj) ≤ q(V ) vHÍ 
 éjÐ Ý Ð�Å Ã Ð�ÖHÆ Ô ÆÒ Æ Ô ÆTÈÓÅ Â ÆTÈ4È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã Æ Ê�Ã4ß ÄoÆaÌÎé Á Å
É ÁLÊÓÊ ( Ô Æ Ô Æ ÊtÂ Å Ë.Á ÈÓ×
Ð ÃXÂ�Á Å Ê�Ê ÄoÈ V Ñ�×��T×ØÆ ÊÓÂ V ◦ Æ Ê�ÃtÝyÂ�Ô ÆHÍ
F�Æ ÒkÂ Å Á Ä Ê Ð�×�(TÅoÆTÅ Ã �
Ä ÃXÂ Ì Â�Ê ÆTÈZÌ�Æ Ô ÆTÈÓÅ Â ÆTÈ Â Å Ý Ð�È Â Ð�Å Ã Ö ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆ µ̂◦

dim(V )(V )
Â Å Ã È ÁyÔ Ä ÂvÃÔ Ð�Å Ê�â Ï\ãtäHä`æ ß ÄoÆZÅ Á Ä Ê Å Á*Ã ÆTÈ Á Å Ê É Á ÄoÈ ÊÓÂ ×èÉoÌ Â�Ù ÆTÈ µ◦(V )

ÒkÁ ×Ø×èÆ Ô Ð�Å ÊZâ t Ï�å0/Fæ 

µ̂◦(V ) := sup

Y
inf {h(α),α ∈ V \ Y }

Á��
Y É�Ð�È ÒkÁ ÄoÈ Ã ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ô Æ Ê ÄoÅ Â�Á Å Ê	� K ��N�� Ô Æ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊtÔ Æ ÊÓÁ Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ê Ñ�ÆTÅèÉ�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈ

Y ÉµÆTÄ ÃaÒkÁ Å Ã ÆTÅ Â È!ÄoÅhÅ Á × Þ ÈÓÆ Ù Å ÂxÔ Æ2É ÁHÂ Å Ã]Ê Í
Ï\Ð�Å Ê @ b ,J*��]�&,2á�Ì�ÆT×è×èÆn2�Í32Hç�Ñ4Ì�Æ Ê Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ ÊhÔ&Á ÅoÅoÆTÅ Ã ÄoÅoÆ Ò Ð�È]Ð Ò(ÃXÕ È Â�Ê Ð ÃXÂ�Á Å ÊÓÂ ×èÉoÌ�Æ Ô Æ

µ◦(V ) ÑoÉoÌ�Ä Ê ÉoÈ ÕKÒkÂ�Ê�Õ ×èÆTÅ ÃaÂ Ì Ê × Á Å Ã ÈÓÆTÅ Ã 

µ̂◦(V ) = inf

W
µ̂ $r%]% (W ) á��Lç

Á��
W É�Ð�È ÒkÁ ÄoÈ Ã ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ô Æ Ê}ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÝ Ð�È Â�ÕkÃXÕKÊaÔ Æ V

ß Ä Â ÅoÆ ÊÓÁ Å Ã É�Ð Ê}ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�ÄoÆ Ê!Ô Ð�Å Ê ÄoÅÃ È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕZÔ éíÄoÅ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ô Æ V á�ÆTÅÇÉ�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈ dimW > 0 ç�Íoì6Å Ä ÃXÂ Ì Â�Ê Ð�Å Ã!Ò Æ�È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã Æ Ã
ÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ ár2Hç�ÑoÌ�Æ Ê Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ê É�Ð�È ÝyÂ ÆTÅoÅoÆTÅ Ã\Ô Ð�Å Ê Ì�Æ2×��T×èÆZÐ�È ÃXÂ�Ò Ì�Æ�Ð�ÄÇÈ ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã�Ê Ä ÂvÝ Ð�Å Ã Í
����� I R����TNnS U�
 � @<�]� V ���L� ��@<�Y�=d&e	`<DC�"f��&f :0� Gn

m [ O�I ��� I	��
 K;P-N �
� I	� � N :?> ���;�j���E�&��D�d
����*��!�"@<�n: > ��� b ��D=�=��D].�`B*����X:0��:0� �	D+f�`	� b #3��� ω ,
�\�n` o

µ̂◦(V ) ≥
c′(n)

ω
· (log(3ω))−λ(n−1) ,

@�
 c′(n) > 0 �L��:0f b �C�L: a��E��:0� n [g��� λ(k) :=
(

9(3k)k+1
)k ,

/



ì8Å±É�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈTÑ Â Ì4Æ�� Â�Ê�Ã ÆÇÄoÅ Å Á × Þ ÈÓÆ Ù Å Â}Ô Æ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊèÔ Æ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ê B1, . . . , BmÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ä Ê�Ô Ð�Å Ê V ÆTÅ Ô ÆTà Á È Ê�Ô Æ ÊXß ÄoÆTÌ Ê�ÃXÁ Ä Ã É ÁHÂ Å Ã2Ô Æ V ÐØÄoÅoÆ�à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ\× Â Å Á È Õ Æ�É�Ð�È�Ì�Ðß Ä�Ð�Å ÃXÂvÃXÕ�Ô&Á ÅoÅ Õ Æ Ô Ð�Å Ê Ì�Æ Ã à ÕTÁ È)(T×èÆHÍ ��Å ÉµÆTÄ Ã Ð�Ì Á È Ê Ì Õ Ö ÂvÃXÂ ×èÆT×èÆTÅ Ã�Ê Æ Ô ÆT×BÐ�Å Ô ÆTÈ Ê é Â ÌqÆ ÊJÃ
É ÁLÊXÊÓÂ�Þ Ì�Æ Ô é ÁHÞ&Ã ÆTÅ Â ÈTÑ ÒkÁ ×è×èÆ Ô Ð�Å ÊÇâ Ï\ãtäHä`æ Ô Æ Ê�Â Å Ë.Á ÈÓ×
Ð ÃXÂ�Á Å Ê�Ê ÄoÈ�Ì�Æ Å Á × Þ ÈÓÆHÑ Á Ä ÉoÌ�Ä Ã � ÃÊ ÄoÈ�Ì�Ð ÊÓÁ ×è×èÆ Ô Æ Ê�Ô ÆTÖHÈ ÕKÊ�Ô Æ Ê Bj Í"ì6Å0Æ��µÆ Ã Ñ ÒkÁ ×è×èÆBÅ Á Ä Ê Ì�Æ ÈÓÆT×BÐ�È ß Ä Â�Á Å Ê ÉoÌ�Ä Ê à�Ð�Ä Ã ÑÔ Ð�Å Ê @ b ,i*��]�&,xÌ�Æ Ê Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ê × Á Å Ã ÈÓÆTÅ Ã ÆTÅ Ë Ð ÂvÃ�ß ÄoÆ µ̂◦(V ) ≥ q(V )−3/4 Æ Ã�ß ÄoÆØÌ�Æ Ê É ÁHÂ Å Ã]ÊÔ Æ V

Ô Æèà�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ ≤ q(V )−3/4 ÊÓÁ Å Ã�ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ä Ê�Ô Ð�Å Ê�Ô Æ Ê2Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊ�Ô Æ ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ê�Ô&Á Å Ã
Ì�Ð Ê�Á ×è×ØÆ Ô Æ ÊZÔ ÆTÖHÈ ÕKÊ Æ Ê�ÃZÂ Å Ë.Õ È Â ÆTÄoÈÓÆ � q(V ) Í �aÅ ÅoÆ Ê Ð ÂvÃ É�Ð Ê ÖHÈ]Ð�Å Ô§Ò à ÁLÊ Æ Ô Ð�Å Ê Ì�Æ Ò Ð ÊÁ�� ÌÎé Á Å Ê�Á Äoà�Ð ÂvÃ Æ�ÄoÅoÆ�× Â Å Á È]Ð ÃXÂ�Á Å ß Ä�Ð Ê�ÂvÜ�Á É ÃXÂ ×
Ð�Ì�Æ Ô Ä Ã �yÉµÆ Ô Ä Ã à ÕTÁ È)(T×èÆ � Í���Ñ ÃXÁ Ä Ã Æ Ë.ÁHÂ�Ê ÑÁ Å Ð�ÉoÉ Á È Ã ÆTÈ]Ð�ÄoÅoÆ�È Õ É Á Å Ê Æ�É�Ð�È ÃXÂ ÆTÌ�Ì�Æ � Ò Æ�ÉoÈ ÁHÞ Ì9(T×èÆ Ô Ð�Å Ê Ì�Æ Ò Ð Ê G3

m Í � Á*Ã ÈÓÆÇÈ ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð ÃÉoÈ Â Å ÒkÂ É�Ð�ÌxÆ Ê�Ã Ì�Æ Ê Ä ÂvÝ Ð�Å Ã 
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m �Bf�@<��f��!DC�"a��E�������E�G��D=D�f�:<�E*��!�rA�#9�k:B�k:B� �	D+f ω [
a����G� > �C�C� b `<� #9�X�!D+`<�E�=#9`	�&f�: > ��� ��@	���=dl�&@<D�� ,� #9@<D=�Z�]# ��^	���=�&�i���j�L@<� ACD+���G��� :B�i�!D+`	���C#�`	�&f�� :0�i��@<���Cdl�&@<D+��� B1, . . . , Bt :0� V �&��#3�ia��E�C[b @<�YDk�&@<�Y� α ∈ V \ B1 ∪ · · · ∪ Bt [g@	� `<�]�

h(α) ≥
10−97

ω
·

(log log ω′)21

(log ω′)30
,

@�
 ω′ := max{16, ω} ,��J� b #3���+[ ��� B1, . . . , Bm ��@<� �6:0�j:<�������E���"@<� 1 ��� Bm+1, . . . , Bt

:B��:	���������=�"@<� 0 @<� ` o
m
∑

i=1

deg(Bi) ≤ 2 · 10100ω2(log ω′)32.

� Â ÆTÅ ß ÄoÆ\Ì�Æ Ê È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã]ÊrÊÓÁHÂ ÆTÅ Ã!Ô&Á ÅoÅ ÕKÊrÔ Ð�Å Ê G3
m Ñ&Ì�Æ Ê Ð�ÈÓÖHÄo×èÆTÅ Ã]Ê}Ê Æ\Ö Õ Å Õ È]Ð�Ì Â�Ê ÆTÅ ÃaÞoÂ ÆTÅ

� Gn
m ð�ÉoÌ�Ä Ê ÉoÈ ÕKÒkÂ�Ê�Õ ×èÆTÅ Ã Ñ Ô Ð�Å Ê Ì�Æ Ã à ÕTÁ È)(T×ØÆ � Í��yÑ Á ÅBÉ Á ÄoÈÓÈ]Ð ÂvÃ}ÁHÞ&Ã ÆTÅ Â È Ô ÆaÌ�Ð2× �T×èÆ Ë Ð	� Á Å

ÄoÅoÆ ×BÐ �JÁ È]Ð ÃXÂ�Á Å Ô Ä ×��T×èÆ Ã �yÉµÆ É Á ÄoÈ�Ì�Æ ÊZÃ È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊèÔ Æ ÊÓÁ Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ê�Ô Æ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 1Ô Ð�Å Ê V Ñ Ò éíÆ ÊJÃÓÜ � ÜQÔ&Â ÈÓÆ Ô Æ ÒkÁyÔ&Â ×ØÆTÅ Ê�Â�Á Å 2
Ô Ð�Å Ê Gn

m Í F�Æ ÃÓÃ Æ�Ì Â × ÂvÃ Ð ÃXÂ�Á Å Æ Ê�Ã × Á*ÃXÂvÝLÕ ÆZÉ�Ð�ÈaÌ�ÆÒ Ð�È]Ð Ò(Ã (TÈÓÆ2É�Ð�È ÃXÂ ÆTÌ Ô Ä È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã ð Ô Æ\ÉoÌ�Ä Ê Ñ ÃXÁ Ä Ã Æ Ê Ì�Æ Ê}ÒkÁ Å Ê�Ã Ð�Å Ã Æ Ê}ÕkÃ Ð�Å Ã Æ��yÉoÌ Â�ÒkÂvÃXÕ Æ ÊrÂ�ÒkÂ Ñ Ò ÆTÌ�Ð
ÉµÆTÈÓ×ØÆ Ã ÄoÅ Ð�Ì�Ì Õ ÖHÆT×èÆTÅ Ã Ð�ÉoÉoÈ ÕKÒkÂ Ð Þ Ì�Æ Ô Æ ÊrÒ Ð�Ì Ò ÄoÌ Ê Í

 �
���r¸ ¼��������}º�¹�¿]¾����

� Á Ä ÊZÕkÃ Ä Ô&Â�Á Å Ê Ì�Æ Ê�Ò Ð Ê�Ô ÆØÉµÆ ÃXÂvÃ Æ Ê�ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ Ê�Â�Á Å Ê Í"ã8Ì�Ä Ê ÉoÈ ÕKÒkÂ�ÊÓÕ ×èÆTÅ Ã Å Á Ä Ê�Ô&Á ÅoÅ Á Å ÊÔ Æ ÊuÂ Å Ë.Á ÈÓ×
Ð ÃXÂ�Á Å ÊtÊ ÄoÈuÌ�Ð Ô&Â�ÊJÃ È Â�Þ Ä ÃXÂ�Á Å Ô Æ Ê ÉµÆ ÃXÂvÃ]Ê É ÁHÂ Å Ã]Ê�Ô éíÄoÅoÆ�á�àB�yÉµÆTÈ�ç Ê ÄoÈ Ë Ð Ò Æ Ô Æ G3
m á�Æ Ã

ÆTÅ Ë Ð ÂvÃ!Õ ÖdÐ�Ì�ÆT×èÆTÅ ÃaÔ Æ G2
m ç�Í� Á Ä Ê ÈÓÆTÉoÈÓÆTÅ Á Å Ê ÌÎé Â�Ô&Õ Æ Ô Æ â ã Á Å�å0/�æ�Ñ Â Åoà Õ ÈÓÆTÅ Ã Æ_��Ì�Ð ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ Ê�Â�Á Å 2 Ñ Ô&Á ÅoÅ Õ Æ Ô Ð�Å Ê ÄoÅÒ Ð Ô ÈÓÆ Ð�È ÂvÃ ào× ÕkÃXÂ�ß ÄoÆ0á Ý Ð�È Â�ÕkÃXÕKÊØÔ&ÕTÙ Å Â Æ ÊØÊ ÄoÈ Q ç ß ÄoÆhÅ Á Ä Ê Ð Ô Ð�É ÃXÁ Å ÊèÂ�ÒkÂ Ð�Ä Ò Ð Ê Ö ÕTÁ × ÕkÜÃ È Â�ß ÄoÆHÍ�Ï�Ð�Å Ê ÌÎé Â�Ô&Õ Æ Ô Æ�ÌÎé Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ á��Lç�Ñ�Ì�Æ�ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ ÁHÞY� Æ Ò(ÃXÂ�Ë Æ Ê�Ã2Ô é ÁHÞ&Ã ÆTÅ Â È�ÄoÅoÆ�× Â Å Á È]Ð ÃXÂ�Á Å

�



Ô Ä × Â Å Â ×�Äo× Æ ÊÓÊ ÆTÅ ÃXÂ ÆTÌ Ô Æ Ê�ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÝ Ð�È Â�ÕkÃXÕKÊ�Ô Æ Ê G3
m Ñ Ô Æ Ô&Â ×ØÆTÅ Ê�Â�Á Å > 0 Ñ�Æ Ã�Ò Æ Ê�Á Ä Ê�Ô Æ ÊÒkÁ Å Ô&ÂvÃXÂ�Á Å Ê × Â Å Â ×BÐ�Ì�Æ Ê Í �aÅ × Á Å Ã ÈÓÆ ÃXÁ Ä Ã�Ô éjÐ ÞµÁ È Ô Ð�Ä É�Ð�È]Ð�ÖHÈ]Ð�ÉoàoÆ / Ô Æ Ê × Â Å Á È]Ð ÃXÂ�Á Å Ê

É Á ÄoÈ�Ì�Ð�à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ô Æ Ê àB�yÉµÆTÈ Ê ÄoÈ Ë Ð Ò Æ Ê�Ô Æ G2
m Æ Ã G3

m Ñ Ò Ð Êaß Ä Â Å Á Ä ÊaÂ Å ÃXÕ ÈÓÆ ÊXÊ Æ Â�ÒkÂ ÍAÏ�Ð�Å Ê Ì�ÆÒ Ð ÊZÔ Æ G2
m Ñ Á Å × Á Å Ã ÈÓÆèÆTÅ Ë Ð ÂvÃ ÄoÅ§È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã ÉoÌ�Ä Ê ÉoÈ ÕKÒkÂ�Ê 
 Á Å§×BÐ �JÁ ÈÓÆèÌ�ÆèÅ Á × Þ ÈÓÆèÉµÆ ÃXÂvÃ]Ê

É ÁHÂ Å Ã]Ê\Ô éíÄoÅoÆ ÒkÁ ÄoÈ Þ Æ ß Ä Â Å	éíÆ Ê�Ã É�Ð Ê ÄoÅ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ�Ô éíÄoÅ ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÃXÁ ÈÓÆHÑ Ò Æ ß Ä Â Æ Ê�Ã ��ÉµÆTÄÛÉoÈ)( Ê
ÄoÅoÆ Ý ÆTÈ ÊÓÂ�Á Å Á É ÃXÂ ×BÐ�Ì�Æ Ô Ä Ã à ÕTÁ È)(T×ØÆ � Í�� Ô Ð�Å Ê Ì�Æ Ò Ð ÊaÔ Æ G2

m Í ��Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã Ð�Ì Á È Ê Ð�Ä�É�Ð�È]Ð ÜÖHÈ]Ð�ÉoàoÆ �BÌ�Æ�È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã�Ê Ä ÂvÝ Ð�Å Ã Ñ ß Ä Â Æ Ê�Ã ÄoÅoÆ Ý ÆTÈ ÊÓÂ�Á Å�Æ��yÉoÌ Â�ÒkÂvÃ ÆHÑxÉ Á ÄoÈ�Ì�Æ Ê�ÒkÁ ÄoÈ Þ Æ Ê2Ô Æ G3
m ÑÔ Ä Ã à ÕTÁ È)(T×èÆ � Í�� 
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µ̂ prq!q (C) >
10−97

ω
·

(log log ω′)21

(log ω′)30

@�
 ω′ = max{16, ω} ,
� Á*ÃXÁ Å Ê
ß ÄoÆ Ê�Â ÌÎé Á Å ÒkÁ ×ØÉ�Ð�ÈÓÆ Ò Æ È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã Ð Ý Æ Ò Ì�Æ Ã à ÕTÁ È)(T×èÆ � Í��oÑtÌÎéíàB�yÉ Á*Ã à�( Ê Æ u C

Å	éjÐ�ÉoÉ�Ð�È ÃXÂ ÆTÅ Ã �ØÐ�Ä Ò ÄoÅ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ�Ô éíÄoÅ ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÃXÁ ÈÓÆ ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ä Ô Ð�Å Ê V v Ê Æ2È ÕKÔ Ä ÂvÃaÂ�ÒkÂ � V Æ Ã
C ÅoÆ Ê�Á Å Ã É�Ð Ê ÄoÅ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ�Ô éíÄoÅ ÊÓÁ Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆHÍÀ�Â

γ
Ô&ÕKÊ�Â ÖHÅoÆrÌ�Ð ß Ä�Ð�Å ÃXÂvÃXÕ 10−97

ω
(log log ω′)21

(log ω′)30
Ñ�Å Á Ä Ê Ð�ÄoÈ Á Å Ê � Ò Æ Ê�Ã Ð Ô Æ}× Á Å Ã È Õ}ß ÄoÆ ÃXÁ Ä Ã ÆÊÓÁ Ä Ê�ÜÎÝ Ð�È Â�ÕkÃXÕ W

Ô Æ V Ñ ß Ä Â Å	éíÆ Ê�Ã É�Ð Ê}Â Å Ò Ì�Ä Ê Æ Ô Ð�Å Ê ÄoÅ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕZÔ éíÄoÅ ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÃXÁ ÈÓÆ ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�ÄÔ Ð�Å Ê V Ñ ÝLÕ È Â�Ù Æ µ̂ $&%�% (W ) ≥ γ Í���È�� Ò Æk�
á��Lç�Ñ Á Å ÆTÅ Ô&ÕKÔ Ä ÂvÃ 
 µ◦(V ) ≥ γ Ñ,Ð�Ä Ã ÈÓÆT×èÆTÅ ÃrÔ&ÂvÃ4Â Ì
Æ�� Â�Ê�Ã ÆrÄoÅ�Å Á × Þ ÈÓÆ Ù Å Â,Ô Æ ÊÓÁ Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ê ÆTÅ Ô ÆTà Á È ÊuÔ Æ ÊXß ÄoÆTÌ Ê8ÃXÁ Ä Ã É ÁHÂ Å ÃtÔ Æ V Æ Ê�ÃuÔ Æ}à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ
≥ γ Í � ÌqÈÓÆ Ê�Ã ÆTÈ]Ð Ð�Ì Á È Ê �B×BÐ �JÁ ÈÓÆTÈ\Ì�Ð Ê�Á ×Ø×èÆ Ô Æ Ê\Ô ÆTÖHÈ ÕKÊ�Ô Æ Ò Æ Ê�Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ê2Ô Æ Ô&Â ×ØÆTÅ Ê�Â�Á Å
1 á Á ÄÛÉoÌ�Ä Ã � Ã2Ô Æ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 2 çrÉ Á ÄoÈ ÁHÞ&Ã ÆTÅ Â È\Ì�Æ Ã à ÕTÁ È)(T×èÆ � Í��yÑ Ò Æ ß Ä ÂqË ÆTÈ]ÐBÌÎé ÁHÞY� Æ Ã2Ô Ä
É�Ð�È]Ð�ÖHÈ]Ð�ÉoàoÆ ��Í� Á Ä Ê�Ô&ÕkÝ ÆTÌ Á ÉoÉ Á Å Ê�Ô Ð�Å Ê ÄoÅ�ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ Ã ÆT×èÉ Ê á � 
ER4
�� R4
 � � N � çrÌ�Æ Ê�Á Ä ÃXÂ Ì Ê2Ô éíÄoÅoÆ Ô&ÕkÜ
× Á Å ÊJÃ È]Ð ÃXÂ�Á Å Ô Æ Ã È]Ð�Å ÊXÒ ÆTÅ Ô Ð�Å Ò Æ 
µÅ Á Ä Ê Ä ÃXÂ Ì Â�ÊÓÁ Å Ê ÄoÅÛÌ�ÆT×è×èÆ Ô Æ À�Â ÆTÖHÆTÌ uØÐ Þ,Ê�Á Ì�ÄTvHÑµÅ Á Ä ÊÔ&Á ÅoÅ�Ð�Å Ã ÄoÅ�É Á Ì��yÅ��H×èÆ Ê éjÐ�ÅoÅ�ÄoÌ�Ð�Å Ã Ð Ý Æ Ò ×�ÄoÌ ÃXÂ ÉoÌ Â�ÒkÂvÃXÕØÊ ÄoÈ�ÄoÅoÆ Ý Ð�È Â�ÕkÃXÕ Ñ Â Å Ô&Õ ÉµÆTÅ Ô Ð�Å Ã�Ô ÆÊÓÁ Å ÒkÁ ÈÓÉ Ê�Ô Æ Ô&ÕTÙ Å ÂvÃXÂ�Á Å	Í � Á Ä ÊtÔ&Á ÅoÅ Á Å Ê ÆTÅ Ê Ä ÂvÃ Æ Ô Æ Ê È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã]Ê}Ô éíÆ�� Ã È]Ð�É Á Ì�Ð ÃXÂ�Á ÅÇÉ Á ÄoÈ Ô Æ Ê
É Á Ì��yÅ��H×ØÆ Ê � ÒkÁ Æ�� ÒkÂ ÆTÅ Ã]Ê Ð�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ Ê2ß ÄoÆTÌ ÒkÁ Å ß ÄoÆ Ê Ñ	ÉoÄ Â�Ê ÄoÅ Ì�ÆT×è×èÆ Ô Æ�� Õ È ÁLÊ É Á ÄoÈ Ô Æ ÊÝ Ð�È Â�ÕkÃXÕKÊ Ö ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆT×èÆTÅ Ã!Â ÈÓÈ ÕKÔ Ä Ò(ÃXÂ�Þ Ì�Æ Ê Í

Ï\Ð�Å Ê Å Á*Ã ÈÓÆ ÕkÃ Ä Ô Æ Ô Æ�Ì�Ð2à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ô éíÄoÅoÆ ÒkÁ ÄoÈ Þ Æ C Ô Æ G3
m Ñ�Å Á Ä Ê Ð�ÄoÈ Á Å Ê�Þ Æ Ê�ÁHÂ Å Ô éíÄoÅoÆ× Â Å Á È]Ð ÃXÂ�Á Å Ô ÆÇÌ�ÐÛà�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ô Æ Ê àB�yÉµÆTÈ Ê ÄoÈ Ë Ð Ò Æ Ê Ö ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆT×èÆTÅ ÃèÂ ÈÓÈ ÕKÔ Ä Ò(ÃXÂ�Þ Ì�Æ ÊBÔ Æ G3

mÆ Ã G2
m Ñ Ò Æ ß ÄoÆèÅ Á Ä Ê2Ô&Á ÅoÅ Á Å Ê Ð�Ä � 
�R4
�� R4
 � � N � Í FtÆ Ô ÆTÈÓÅ Â ÆTÈ Ò Ð Ê Å Á Ä Ê ÉµÆTÈÓ×ØÆ ÃÓÃ È]Ð Ô ÆÃ È]Ð ÂvÃ ÆTÈ!Ì�Æ Ò Ð ÊrÁ�� C Æ ÊJÃ!Â Å Ò Ì�Ä Ê Æ Ô Ð�Å Ê ÄoÅ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ�Ô éíÄoÅ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ô Æ Ô&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 2 Æ Ã!Ô ÆÔ ÆTÖHÈ Õ�ÒkÁ Å Ã È)�HÌ Õ Í� Á Ä Ê × Á Å Ã È Á Å Ê Ì�Æ Ã à ÕTÁ È)(T×ØÆ�2�Í � Ð�Ä � 
ER4
��;R4
 � � N�� Í 
 Ð Ê�Ã È]Ð ÃXÕ Ö Â Æ�Æ ÊJÃ Ì�Ð Ê Ä ÂvÝ Ð�Å Ã Æj


É�Ð�È�ÌÎéjÐ Þ,Ê ÄoÈ Ô Æ Á Å Ê ÄoÉoÉ ÁLÊ ÆtÌ�Ðrà�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ô Æ C ÉµÆ ÃXÂvÃ ÆHÑ Á ÅZÉµÆTÄ Ã Ð�Ì Á È Ê�ÒkÁ Å Ê�Ã ÈÓÄ Â ÈÓÆ�ÄoÅ�É Á Ì��yÅ��H×èÆÊ éjÐ�ÅoÅ�ÄoÌ�Ð�Å ÃaÊ ÄoÈ V Ð Ý Æ Ò ×�ÄoÌ ÃXÂ ÉoÌ Â�ÒkÂvÃXÕ Ñ Ô Æ Ô ÆTÖHÈ Õ Æ Ã!Ô Æ\à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ ÒkÁ Å Ã È)�HÌ ÕKÊ e-�"`�Ì�Æ�Ì�ÆT×è×èÆ Ô Æ
�



À�Â ÆTÖHÆTÌ�Ð Þ,Ê�Á Ì�Ä Ô ÄØÉ�Ð�È]Ð�ÖHÈ]Ð�ÉoàoÆ �Bá ÒkÁ È Á Ì�Ì�Ð Â ÈÓÆ �oÍ32Hç�Í �aÅèÆ�� Ã È]Ð�É Á Ì�ÆaÆTÅ Ê Ä ÂvÃ Æ!ÆTÅØ× Á Å Ã È]Ð�Å Ã�ß ÄoÆÒ ÆaÉ Á Ì��yÅ��H×ØÆ Ê éjÐ�ÅoÅ�ÄoÌ�Æ Ê ÄoÈtÌ�Æ ÊuÃ È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊ ξ · C Ñ Á�� ξ É�Ð�È ÒkÁ ÄoÈ Ã ÄoÅ
ÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ô Æ�É ÁHÂ Å Ã]Ê�Ô Æ
pq
ÜÎÃXÁ È Ê�Â�Á Å	ÑoÉ Á ÄoÈ Ô Æ Ê Å Á × Þ ÈÓÆ Ê ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ Ê p Æ Ã q Ð�ÉoÉ�Ð�È Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã � Ô ÆTÄY� Ò ÆTÈ Ã Ð Â Å Ê ÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ê

P1 Æ Ã P2 Í
Ï\Ð�Å Ê Ì�Æ Ò Ð Ê Ö ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆHÑ ÒkÁ Å Ã È]Ð Â ÈÓÆT×èÆTÅ Ã Ð�Ä Ò Ð Ê Ð�È ÂvÃ ào× ÕkÃXÂ�ß ÄoÆHÑ Á Å ÅoÆ�ÉµÆTÄ Ã É�Ð Ê

Æ�� Ã È]Ð�É Á Ì�ÆTÈ Ê ÄoÈ Ô Æ Ê ×�ÄoÌ ÃXÂ ÉoÌ�Æ Ê [pq]C Ñ Ò Ð�È Ò ÆTÌ�Ð Ë ÆTÈ]Ð ÂvÃBÂ Å Ã ÆTÈ Ý ÆTÅ Â ÈBÌ�Æ ÒkÁ ÈÓÉ ÊBÔ Æ Ô&ÕTÙ Å ÂvÃXÂ�Á ÅÔ Æ C Ñ Ò Æ ß ÄoÆ�ÌÎé Á Å Ò àoÆTÈ Ò àoÆ�ÉoÈ ÕKÒkÂ�Ê�Õ ×èÆTÅ Ã � ÕkÝyÂvÃ ÆTÈ�É Á ÄoÈ ÁHÞ&Ã ÆTÅ Â È�ÄoÅoÆ�× Â Å Á È]Ð ÃXÂ�Á Å Ô Æ Ã �yÉµÆ
Ö ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆHÍ 
 é Â�Ô&Õ Æ�Æ Ê�ÃZß ÄoÆ Ô Ð�Å Ê Ì�Æ Ò Ð Ê�Ô Æ Q á Á Ä É Á ÄoÈ Ò ÆTÈ Ã Ð Â Å Ê2ÒkÁ ÈÓÉ Ê�Ô Æ�Å Á × Þ ÈÓÆ Ê ç�ÑÁ ÅhÄ ÃXÂ Ì Â�Ê Æ2ÄoÅoÆ ÒkÁ ÅoÖHÈÓÄoÆTÅ Ò Æ Ô Ä Ã �yÉµÆ

(F (x))p ≡ F (xp) mod p

Ì Á È ÊXß ÄoÆ F Æ Ê�Ã ÄoÅhÉ Á Ì��yÅ��H×èÆJ� ÒkÁ Æ�� ÒkÂ ÆTÅ Ã]Ê ÆTÅ ÃXÂ ÆTÈ Ê Ít Ä É�Ð�È]Ð�ÖHÈ]Ð�ÉoàoÆ �yÍ���Å Á Ä Ê�ÒkÁ Å ÊJÃ ÈÓÄ Â�ÊÓÁ Å Ê Ñ\��ÌÎéjÐ Â�Ô Æ Ô éíÄoÅ0Ì�ÆT×Ø×èÆ Ô Æ � Õ È ÁLÊ Ñ Ô Æ Ê�Ê Ä ÂvÃ Æ ÊÔ&ÕKÒ È ÁHÂ�ÊXÊ Ð�Å Ã Æ Ê Y ⊇ Yp ⊇ Yp,q
Ô Æ ÊÓÁ Ä Ê�Ü ÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ê Ð�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ ÊBÔ Æ G3

m

ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã
Ô Æ ÊÃ È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊ ξpq · C
Ô Æ C Ñ Á�� p Æ Ã q É�Ð�È ÒkÁ ÄoÈÓÆTÅ Ã ÈÓÆ Ê ÉµÆ Ò(ÃXÂvÝ ÆT×ØÆTÅ Ã Ô Æ Ê ÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ê P1 Æ Ã

P2
Ô ÆÇÅ Á × Þ ÈÓÆ Ê ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ Ê Íuã Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ê p, q Ñ Ô ÆTÄY�0É�Ð�ÈÓ× Â Y, Yp Æ Ã Yp,q

ÕkÃ Ð�Å ÃBÔ ÆÇ×��T×èÆÔ&Â ×ØÆTÅ Ê�Â�Á Å	Ñ Á Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã ÄoÅoÆ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÝ Ð�È Â�ÕkÃXÕ ÁHÞ,Ê�Ã ÈÓÄ Ò(Ã È Â�Ò Æ Zp Ñ ÒkÁ ×èÉ ÁLÊ Ð�Å Ã Æ Q
Ü�Â ÈÓÈ ÕKÔ Ä Ò(ÃXÂ�Þ Ì�ÆÔ Æ Yp,q

Á Ä Ô Æ Yp
ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã\Ô Æ Ê4Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊ ξpq · C

Ô Æ C ÑoÆ ÃaÔ&Á Å Ã!Á Å ÒkÁ Å Ã È)�HÌ�Æ2Ì�Æ Ô ÆTÖHÈ Õ Í� Á*ÃXÁ Å Ê!ß ÄoÆ Ô Ð�Å Ê4ÃXÁ Ä Ê Ì�Æ ÊrÒ Ð Ê Ñ,ÆTÅhÄ ÃXÂ Ì Â�Ê Ð�Å Ã Å Á*Ã Ð�×è×ØÆTÅ Ã ÌÎé Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ
⋃

ξ∈ker[pq]

ξ · C = [pq]−1[pq]C ,

Â Ì�Æ ÊJÃ É ÁLÊXÊ�Â�Þ Ì�Æ Ô Ær× Á Å Ã ÈÓÆTÈ6ÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ ω
Q
([pq]C) < ω

Q
(C) É Á ÄoÈ6ÄoÅ Ò ÆTÈ Ã Ð Â Å ÒkÁ ÄoÉoÌ�Æ (p, q) Í

�ÛÐ Â�Ê2Ò Æ ÒkÂ Å	éíÆ ÊJÃ É�Ð Ê2Ê Ä�� Ê Ð�Å Ã É Á ÄoÈ ÒkÁ Å Ò Ì�ÄoÈÓÆHÍxã Á ÄoÈ Ò Æ Ë Ð Â ÈÓÆHÑ Ô Ð�Å ÊØâ t Ï�å��`æ�Ñ	Ì�Æ Ê Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ê
Ä ÃXÂ Ì Â�Ê ÆTÅ ÃrÒkÁ ×è×èÆ Ô Ð�Å Ê�â t Ï\å �*æ�ÄoÅÇÐ�ÈÓÖHÄo×èÆTÅ Ã}Ô Æ Ô Æ ÊXÒ ÆTÅ Ã Æ\É Á ÄoÈ}Ð�ÈÓÈ ÂvÝ ÆTÈi�ZÄoÅoÆ ÒkÁ Å Ã È]Ð Ô&Â�Ò(ÜÃXÂ�Á Å	ÍÀ�Â ÄoÅoÆ Ô Æ ÊrÝ Ð�È Â�ÕkÃXÕKÊ�ÁHÞ,ÊJÃ ÈÓÄ Ò(Ã È Â�Ò Æ Ê Zp0 Æ Ê�Ã�Ô Æ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 2 ÑAÐ�Ì Á È Ê Zp0 Æ Ê�Ã�ÊÓÂ ×èÉoÌ�Æ Ü×ØÆTÅ Ã ÄoÅ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ�Ô Æ C Ñ�Ð�Ä ß ÄoÆTÌ Ò Ð Ê}Á Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã ÄoÅÇÆTÅ Ò Ð Ô ÈÓÆT×ØÆTÅ ÃaÔ Ä Ã �yÉµÆ�


Card(P2)
a deg(C) � deg(Yp0) ≤ deg(F )2 � (log deg(V ))b deg(C).

taÂ Å ÊÓÂ Ñ Ô Æ2É�Ð�ÈrÅ ÁLÊrÒ à ÁHÂ � Ô Æ2É�Ð�È]Ð�×�( Ã ÈÓÆ Ê Ñ Â Ì ÝyÂ ÆTÅ Ã ÄoÅoÆ ÒkÁ Å Ã È]Ð Ô&Â�Ò(ÃXÂ�Á Å	ÍÀ�Â Å Á Å	Ñ�Ì�Ð Ý Ð�È Â�ÕkÃXÕ C ÕkÃ Ð�Å Ã}Ô Æ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 2 Ñ Â Ì�ÅoÆaÈÓÆ Ê�Ã Æ ß Ä	éíÄoÅoÆaÉ ÁLÊXÊ�Â�ÞoÂ Ì ÂvÃXÕ 
 Ò ÆTÌ�Ì�Æ Á��ÃXÁ Ä Ã Æ Ê Ì�Æ Ê8Ý Ð�È Â�ÕkÃXÕKÊuÁHÞ,ÊJÃ ÈÓÄ Ò(Ã È Â�Ò Æ Ê Zp
Ê�Á Å Ã�Ô Æ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 1 ÍLÏ�Ð�Å Ê Ì�Ð Ô ÆTÈÓÅ Â (TÈÓÆ!É�Ð�È ÃXÂ Æ Ô Ä

É�Ð�È]Ð�ÖHÈ]Ð�ÉoàoÆ��yÍ��yÑ Á Å Ã È]Ð Ý Ð Â Ì�Ì�ÆZÐ�Ì Á È Ê4Ô Æ�Å Á Ä Ý ÆFÐ�Ä�Ð Ý Æ Ò Ì�ÐZà�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ4Å Á ÈÓ×BÐ�Ì Â�ÊÓÕ Æ8ð Á Å ×BÐ �JÁ ÈÓÆÒ ÆTÌ�Ì�Æ Ô Æ Z ÆTÅ Ë.Á Å Ò(ÃXÂ�Á Å Ô Æ�Ì�Ð�à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ô Æ\Å Á*Ã ÈÓÆ Ë.Á Å Ò(ÃXÂ�Á Å Ð�ÄY� Â Ì Â Ð Â ÈÓÆ F Ñ Ê ÄoÈ}Ì�Ð ß ÄoÆTÌ�Ì�Æ Á Å�Ð
ÄoÅ ÞµÁ Å ÒkÁ Å Ã È)�HÌ�Æ 


min
p

p · ĥ(Zp) � h(F ).

�



À�Â Ð�Ä Ò ÄoÅ Ô Æ Ê Zp Å	éíÆ Ê�Ã ÄoÅ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕèÔ éíÄoÅ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆHÑ Á Å�Ð�ÈÓÈ ÂvÝ Æ��ØÄoÅoÆ ÒkÁ Å Ã È]Ð Ô&Â�Ò(ÃXÂ�Á Å�ÆTÅ
Ä ÃXÂ Ì Â�Ê Ð�Å Ã ÄoÅoÆZ× Â Å Á È]Ð ÃXÂ�Á Å�Æ��yÉoÌ Â�ÒkÂvÃ Æ Ô Æ ĥ(Zp) É Á ÄoÈ!ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ô Æ Ò Æ Ê àB�yÉµÆTÈ Ê ÄoÈ Ë Ð Ò Æ Ê Zp

á�ÉoÈ Á É ÁLÊÓÂvÃXÂ�Á Å�/�Í32Hç�ÍoÏ\Ð�Å Ê Ì�Æ Ò Ð Ê�ÒkÁ Å Ã È]Ð Â ÈÓÆHÑ Á Å Ê Æ�È]Ð�×�(TÅoÆ Ô Ð�Å Ê Ì�Æ�Ì�ÆT×è×èÆ�/�Í����ZÄoÅoÆ ÕkÃ Ä Ô Æ
ÆTÅ Ô&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 2 Ñ�Ð�Ä ß ÄoÆTÌ Ò Ð Ê Ñ e-�"`ÇÌ�Ð�ÉoÈ Á É ÁLÊ�ÂvÃXÂ�Á ÅW/�Í � Ñ Á Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã ÄoÅoÆ × Â Å Á È]Ð ÃXÂ�Á Å Ô Æ
µ̂ $&%]% (C) Í

ã Á ÄoÈ Ã ÆTÈÓ× Â ÅoÆTÈTÑ Á Å Ê éjÐ ÃÓÃ Ð Ò àoÆ�Ð�Ä � 
�R4
�� R4
 � � N 
 ��× Á Å Ã ÈÓÆTÈrÌ�Æ Ã à ÕTÁ È)(T×èÆ � Í�����ÉoÈ Á*Ü
ÉoÈÓÆT×ØÆTÅ Ã É�Ð�ÈÓÌ�ÆTÈTÍ ��ÅÇÈÓÆTÉoÈÓÆTÅ ÔhÂ�ÒkÂ ÌÎé Â�Ô&Õ Æ Ô ÄhÉ�Ð�È]Ð�ÖHÈ]Ð�ÉoàoÆ � 
 Á Å ÒkÁ Å ÊJÃ ÈÓÄ ÂvÃ�Ô éjÐ ÞµÁ È Ô ÄoÅhÆTÅ ÜÊ ÆT× Þ Ì�Æ Ô Æ Ý Ð�È Â�ÕkÃXÕKÊ8ÁHÞ,Ê�Ã ÈÓÄ Ò(Ã È Â�Ò Æ Ê6ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã Ì�Æ ÊqÃ È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊ6Ô Æ Ê8Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ê Æ�� Ò ÆTÉ ÃXÂ�Á ÅoÅoÆTÌ Ê Í
��Å × Á Å Ã ÈÓÆèÆTÅ Ê Ä ÂvÃ ÆHÑ�ÆTÅ§ÈÓÆTÉoÈÓÆTÅ�Ð�Å Ã ÄoÅ Ì�ÆT×è×èÆ Ô Ä É�Ð�È]Ð�ÖHÈ]Ð�ÉoàoÆBÉoÈ ÕKÒkÕKÔ ÆTÅ Ã á�Ì�ÆT×è×èÆj/�Í���ç�Ñß ÄoÆhÌÎéíÄoÅ Ô éíÆTÄY� Ð�Ä × ÁHÂ Å Ê Æ Ê�ÃBÔ Æ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 2 ÑtÐ�Ä ß ÄoÆTÌ Ò Ð Ê Ñ6ÖHÈ�� Ò Æ Ð�Ä Ã à ÕTÁ È)(T×ØÆ Ô Æ
� Õ � Á Ä Ã Ñ Á Åh×BÐ �JÁ ÈÓÆ2Ì�Ð ÊÓÁ ×è×èÆ Ô Æ Ê!Ô ÆTÖHÈ ÕKÊ!Ô Æ Ò Æ Ê!ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ê Í
� �����,½ ��¹ �4¹�� �}½���¿ �]¿��r¿]º ���

� Á Ä Ê È]Ð�ÉoÉµÆTÌ Á Å ÊrÂ�ÒkÂ�ß ÄoÆTÌ ß ÄoÆ Ê ÉoÈ Á ÉoÈ Â�ÕkÃXÕKÊ ÈÓÆTÌ�Ð ÃXÂvÝ Æ Ê ��Ì�Ð�×�ÄoÌ ÃXÂ ÉoÌ Â�Ò Ð ÃXÂ�Á Å Ô éíÄoÅoÆ Ý Ð�È Â�ÕkÃXÕ
É�Ð�ÈxÄoÅZÆTÅ ÃXÂ ÆTÈTÍ À�ÁHÂvÃ W ÄoÅoÆ ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÝ Ð�È Â�ÕkÃXÕ Ö ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆT×èÆTÅ ÃqÂ ÈÓÈ ÕKÔ Ä Ò(ÃXÂ�Þ Ì�Æ Ô Æ Gn

m ÑKÆ Ã Å Á*ÃXÁ Å Ê
GW

Ê�Á Å ÊJÃ Ð ÞoÂ Ì Â�Ê Ð Ã ÆTÄoÈX

GW := {α ∈ Gn

m | α · W = W} =
⋂

y∈W

y−1 · W.

� Á Ä Ê Ð�Ì�Ì Á Å Ê Å Á*Ã Ð�×è×èÆTÅ Ã	ÝLÁHÂ È ß ÄoÆ ÊÓÂ p Æ Ê�Ã ÄoÅ�Å Á × Þ ÈÓÆ8ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ	ÅoÆ Ô&ÂvÝyÂ�Ê Ð�Å Ã É�Ð Ê |GW /G0
W | Ñ

Ì�Æ}Å Á × Þ ÈÓÆ Ô Æ ÒkÁ ×ØÉ ÁLÊ Ð�Å Ã Æ Ê Ö ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆT×èÆTÅ Ã6Â ÈÓÈ ÕKÔ Ä Ò(ÃXÂ�Þ Ì�Æ ÊtÔ Ä ÊJÃ Ð ÞoÂ Ì Â�Ê Ð Ã ÆTÄoÈ GW
Ô Æ W Ñ

Ð�Ì Á È Ê Ì�Æ Ô ÆTÖHÈ Õ Æ Ã Ì�Ð�à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ!Å Á ÈÓ×BÐ�Ì Â�ÊÓÕ Æ Ô Æ [p]W
Ê Æ ÒkÁ ×èÉ Á È Ã ÆTÅ ÃaÞoÂ ÆTÅ	Í

	 N�� �nN �hU!S V @<�YDg�&@<���LD+f=��# x @<���;@	�&� π(x) #9�g�;@	� ACD+� :0� b D+�����"��D=�c��� .�f�DC�"����D=� @	�_f �0`	�0^



x , V @<��DX�&@<�Y� N ∈ N [g@<�n`
π(N) − π(N/2) ≥ cN

N

log N

@�
 cN ≥ 0, 41 �=� N ≥ 41 ��� cN ≥ 0, 23 �=� N ≥ 2 ,
�Jf���@<�E�=�!D+`��!�"@<�;,�� 
 Æ Ã à ÕTÁ È)(T×èÆ � Ô Æ â ' À �02`æ�Å Á Ä Ê!Ô&Á ÅoÅoÆ�


∀x ≥ 59,
x

log x
+

3x

2(log x)2
≥ π(x) >

x

log x
+

x

2(log x)2
,

ÊÓÂ�Á ÅÇÅ Á*Ã Æ c(N) := log(N/2)/ log(N)
Á ÅhÆTÅ Ô&ÕKÔ Ä ÂvÃ 


π(N) − π(N/2) >
N

log N
+

N

2(log N)2
−

(

N

2c(N) log N
+

3N

4(c(N) log N)2

)

=
N

log N

(

1 −
1

2c(N)
−
( 3

4c(N)2
−

1

2

) 1

log N

)

ä



taÂ Å ÊÓÂ ÑAÉ Á ÄoÈ N ≥ 5000 ÑAÅ Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê�ÞoÂ ÆTÅ ÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ�ÝLÁ ÄoÌ�ÄoÆ�Æ Ã ÄoÅoÆ ÝLÕ È Â�Ù,Ò Ð ÃXÂ�Á Å Å�Äo× ÕkÜ
È Â�ß ÄoÆZÉ Á ÄoÈrÌ�Æ Ê ÉµÆ ÃXÂvÃ Æ Ê}Ý Ð�Ì�ÆTÄoÈ Ê!Ô Æ N Å Á Ä Ê ÉµÆTÈÓ×èÆ ÃaÔ Æ ÒkÁ Å Ò Ì�ÄoÈÓÆHÍ �

F Á ×è×ØÆ�Å Á Ä Ê Ì�Æ�× Á Å Ã ÈÓÆTÅ Ã Ì�Æ Ê�Ô ÆTÄY�ÛÌ�ÆT×è×èÆ Ê�Ê Ä ÂvÝ Ð�Å Ã]Ê Ñ	Ì�Æ Ê�Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊ2Ô Æ ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÃXÁ ÈÓÆ ÊÊÓÁ Å Ã ÆTÅ ß ÄoÆTÌ ß ÄoÆ Ê�ÊÓÁ È Ã Æ Ê Ì�Æ ÊaÒ Ð Ê É�Ð Ã à Á Ì Á Ö Â�ß ÄoÆ Ê\Ô Æ Ý Ð�È Â�ÕkÃXÕKÊ Ñ Ò ÆTÌ�Ì�Æ Ê�Ô&Á Å Ã Ì�Æ Ê�Ã Ð ÞoÂ Ì Â�Ê Ð Ã ÆTÄoÈ
Æ Ê�Ã6Ô Æ Ô&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å�×BÐ8� Â ×BÐ�Ì�ÆHÍ � Á Ä Ê ÈÓÆ ÝyÂ ÆTÅ Ô È Á Å ÊuÊ ÄoÈ Ò Æ4É ÁHÂ Å ÃuÔ Ð�Å Ê Å Á*Ã ÈÓÆ}Ì�ÆT×è×èÆ Ô Æ � Õ È ÁLÊ
á�Ì�ÆT×Ø×èÆ �oÍ3/Hç�Í
	 N�� �nN �hU
	 V @<�YDk�&@<���&�k��@<���Cd&e<`	D=�"f��&f V :0� Gn

m @<�n` o
dim(GV ) ≤ dim(V ) ��� deg(GV ) ≤ deg(V )dim(V )−dim(GV )+1.

�J� b #�����[i@<� ` dim(GV ) = dim(V ) �=� ���Z�����Y#9�������E� ��� V ���=�Z�Y�;�_�����"@	� :B�_�!D+`<�E�=#9`	�&f��
:B�k��@<���Cdl�&@<D+����,
	 N�� �nN �hU
� � @<�"���E� W ���L�j��@<�Y�=d&e	`<DC�"f��&f :B� Gn

m �Bf�@<��f��!DC�"a��E�������E����DCD+f�:<� *��!�rA�#9�C[ GW

��@<� �=�&`BAC�]#3����`	�&����D���� l > 0 �Y� ��� �!�"�CD ,
�c�n` o
� , ĥ([l]−1W ) = ln−dim(W )−1ĥ(W ) ��� deg([l]−1W ) = ln−dim(W ) deg(W ) �

� , ĥ([l]W ) =
ldim(W )+1

|ker[l] ∩ GW |
ĥ(W ) ��� deg([l]W ) =

ldim(W )

|ker[l] ∩ GW |
deg(W ) �

� , |ker[l] ∩ GW | = ldim(GW )
∣

∣ker[l] ∩ (GW /G0
W )
∣

∣ �

� ,k��� ξ ���C�\��� b @<���E� :0�J�&@<DC���"@<��[g@<�n` ĥ(ξ · W ) = ĥ(W ) ,
�Jf���@<�E�=�!D+`��!�"@<�;, � ã Á ÄoÈtÌ�Æ Ê É ÁHÂ Å Ã]Ê � Ñ32\Æ Ã � Á ÅBÉ Á ÄoÈÓÈ]Ð ÒkÁ Å Ê ÄoÌ Ã ÆTÈtÌ�ÆaÌ�ÆT×è×èÆ � Ô Æ â �!Â Å � ��æ
Æ Ã Ì�Ð�ÉoÈ Á É ÁLÊ�ÂvÃXÂ�Á Å 2�Í � Ô Æ â Ï\ãuäHä�æ�Í

ã Á ÄoÈrÌ�Æ2É ÁHÂ Å Ã �yÑoÅ Á*ÃXÁ Å ÊrÃXÁ Ä ÃaÔ éjÐ ÞµÁ È Ô�ß ÄoÆ�ÌÎé Á ÅÛÐ 

|ker[l] ∩ GW | =

∣

∣ker[l] ∩ G0
W

∣

∣ ·
∣

∣ker[l] ∩ (GW /G0
W )
∣

∣ .

� Ì�Å Á Ä ÊrÊ Ä�� Ã�Ô&Á Å Ò�Ô Æ2ÈÓÆT×
Ð�È ß ÄoÆTÈ ß ÄoÆ2ÌÎé Á Å Ð 

∣

∣ker[l] ∩ G0
W

∣

∣ = ldim(GW ).

�

� Á Ä Ê Ä ÃXÂ Ì Â�Ê ÆTÈ Á Å Ê ÉoÌ�Ä ÊÓÂ ÆTÄoÈ ÊtË.ÁHÂ�Ê ÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ\Ê Ä ÂvÝ Ð�Å Ã ÆHÑ Ý Ð�Ì�Ð Þ Ì�ÆaÉ Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ê È Õ ÆTÌ Ê a, b > 0

Æ Ã x > 1 

� 
 ��P � U��

xa

(log x)b
≥
(ea

b

)b
.

� å



� � º �}¸ ��¾ �8¸�¼ �}¸�¾ �

Ï\Ð�Å ÊtÒ ÆaÉ�Ð�È]Ð�ÖHÈ]Ð�ÉoàoÆ�Ð Â Å ÊÓÂAß ÄoÆ Ô Ð�Å Ê Ì�Æ!É�Ð�È]Ð�ÖHÈ]Ð�ÉoàoÆ �yÍ��yÑ Ô ÆaÅ Á Ä Ý ÆFÐ�Ä ÞµÁ ÅBÅ Á × Þ ÈÓÆ Ô Æ
È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã]ÊrÊÓÁ Å Ã ÉoÈ ÁyÒ àoÆ ÊrÔ Æ Ò ÆTÄY� ß ÄoÆ�ÌÎé Á ÅÇÉµÆTÄ Ã4Ã È Á Ä Ý ÆTÈ Ô Ð�Å Ê â t Ï�å��`æ�Í F Á ×è×èÆ Ô Ð�Å Ê @ b ,
*��]�&,�Ñ,Å Á Ä Ê Ä ÃXÂ Ì Â�Ê ÆTÈ Á Å Ê #)> ���;:	�"*���:?> @BAC�=�!DC�E*��!�"@<� :B� V :0� b @<�":<� T Ñ,Å Á*ÃXÕ ω(T ;V ) 


ω(T ;V ) := min{(T deg(Z))1/ codim(Z)} ,

Á�� Ì�Æ\× Â Å Â ×�Äo× Æ Ê�Ã ÉoÈ Â�Ê}Ê ÄoÈ}ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ô Æ ÊrÊÓÁ Ä ÊJÜÎÝ Ð�È Â�ÕkÃXÕKÊ ÉoÈ Á ÉoÈÓÆ Ê Æ Ã Ö ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆT×ØÆTÅ ÃÂ ÈÓÈ ÕKÔ Ä Ò(ÃXÂ�Þ Ì�Æ ÊaÔ Æ Gn
m

ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã V Í �aÅÇÉµÆTÄ Ã × Á Å Ã ÈÓÆTÈ4Ì�Æ Ê}Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕKÊ!Ê Ä ÂvÝ Ð�Å Ã Æ Ê á ÝLÁHÂ È}É�Ð�È
Æ��yÆT×ØÉoÌ�Æ â t Ï�å��`æ�ç6


n−1T 1/ codim(V )ω
Q
(V ) ≤ ω(T ;V ) ≤ Tω

Q
(V ).

� IEP?
YP4��I;K � �
� ã Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã µ ∈ Nn Ñ Á ÅhÅ Á*Ã ÆTÈ]Ð |µ| := µ1 + · · · + µn Ì�Ð #�@<���	�E����D Ô Æ µ Æ Ã

Dµ :=
1

µ!

(

∂

∂x1

)µ1

◦ · · · ◦

(

∂

∂xn

)µn

Á��
µ! := µ1! · · ·µn! Í taÂ Å Ê�Â Ñ4ÄoÅ É Á Ì��yÅ��H×ØÆ F

Ê éjÐ�ÅoÅ�ÄoÌ�ÆTÈ]Ð0ÆTÅ ÄoÅ É ÁHÂ Å Ã α Ð Ý Æ Ò
×�ÄoÌ ÃXÂ ÉoÌ Â�ÒkÂvÃXÕ Ð�Ä × ÁHÂ Å Ê T

ÊÓÂ É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã µ ∈ Nn Ô Æ�Ì Á ÅoÖHÄoÆTÄoÈ2Ð�Ä ÉoÌ�Ä Ê T − 1 Ñ Á Å Ð
Dµ(F )(α) = 0 Í

� À�ÁHÂ ÆTÅ Ã E ÄoÅoÆ!É�Ð�È ÃXÂ Æ Ô Æ Gn
m Ñ L, T

Ô Æ Ê ÆTÅ ÃXÂ ÆTÈ Ê Æ Ã k ÄoÅ ÊÓÁ Ä ÊJÜQÒkÁ ÈÓÉ Ê4Ô Æ Q Ñ Á ÅØÅ Á*Ã ÆTÈ]Ð
Ek(E, L, T ) Ì�Æ k

Ü Æ Ê É�Ð Ò Æ Ý Æ Ò(ÃXÁ È Â ÆTÌ Ô Æ Ê É Á Ì��yÅ��H×èÆ Ê � ÒkÁ Æ�� ÒkÂ ÆTÅ Ã]Ê�Ô Ð�Å Ê k
Ô Æ Ô ÆTÖHÈ Õ

Ð�ÄhÉoÌ�Ä Ê L ÑoÆ Ã Å�ÄoÌ ÊrÊ ÄoÈ E Ð Ý Æ Ò ×�ÄoÌ ÃXÂ ÉoÌ Â�ÒkÂvÃXÕ T Í
Ú8Å Á Å � Á Å ÊrÃXÁ Ä ÃaÔ éjÐ ÞµÁ È Ô ÄoÅÇÌ�ÆT×Ø×èÆ Ô Æ À�Â ÆTÖHÆTÌqÐ Þ,ÊÓÁ Ì�Ä	Í

� R8I � I	� �sP4��ILK � U!S � @	�"�C� � θ �Y� D+f���# > 0 ��� E ��� ���E����� A�#�� �L@<� e-�":0�T:0� b @	���E�!� :0�
�Y`<�Y�&����D ≤ θ , � @<�"���E� L ��� T :0���0^ �C� �!�"��D=��, � � E

Q
(E, L, T ) ���=�\�L@<� D+f�:	���]� 
 {0} [g`�#�@<DC�

�]# ��^	���=�&�k��� b @	# �<���<��� F ∈ EQ(E, L, T ) �;@<� ���Y# �&��#?a��E��o
h(F ) ≤

r

N − r

(

(T + n) log(L + 1) + Lθ
)

+
1

2
log N ,

@�
 N := dim
Q

Q[x]≤L ��� r := dim
Q

Q[x]≤L − dim
Q

E
Q
(E, L, T ) ,

�Jf���@<�E�=�!D+`��!�"@<�;, �Ûã Á ÄoÈ Ò Æ ÃÓÃ ÆtÉoÈÓÆTÄ Ý ÆHÑ Â Ì Ê éjÐ�Ö ÂvÃqÂ�ÒkÂ ÉoÈ Â Å ÒkÂ É�Ð�Ì�ÆT×ØÆTÅ Ã"Ô ÆtÌ�Ð}×��T×èÆ Ô&Õ ×BÐ�È Ò àoÆß ÄoÆ�É Á ÄoÈ}Ì�Æ Ã à ÕTÁ È)(T×èÆJ2�Í32 Ô Æ â t Ï�å��`æ�ÑoÆTÅ ÈÓÆT×èÉoÌ�Ð	�KÐ�Å Ã Ì�ÆTÄoÈ S É�Ð�È E
Q
(E, L, T ) Í F Á ×Ø×èÆÔ Ð�Å Ê @ b ,�*��]�&,�Ñ ß Ä ÂvÃÓÃ Æ �ÛÅoÆ ÒkÁ Å ÊÓÂ�Ô&Õ ÈÓÆTÈ ß ÄoÆhÌ�Æ Ê É ÁHÂ Å Ã]ÊèÔ Æ E

Ô Æ Ô ÆTÖHÈ Õ ×
Ð �JÁ È Õ É�Ð�È D Ñ
É Á ÄoÈ�ÄoÅ Ò ÆTÈ Ã Ð Â ÅÛÆTÅ ÃXÂ ÆTÈ D

Ê Ä�� Ê Ð�×è×èÆTÅ Ã ÖHÈ]Ð�Å Ô Ñ Á Å ÉµÆTÄ Ã\Ê ÄoÉoÉ ÁLÊ ÆTÈ\É�Ð�ÈaÌ�Æ Ã à ÕTÁ È)(T×èÆ Ô Æ� Á È Ã à ÒkÁ*ÃÓÃaß ÄoÆ E Æ Ê�ÃrÙ Å Â Í �aÅ ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã Ð�Ì Á È Ê 


h(F ) ≤

(L+n
n

)

− dim
Q

E
Q
(E, L, T )

dimQ EQ(E, L, T )

(

(T + n) log(L + 1) + Lθ
)

+
1

2
log

(

L + n

n

)

.

� �
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 ��R8N � U
	�� @<�]� V ⊂ Gn
m ���L� e	`<DC�"f��&f �Bf=@<��f��!D=�"a��E������� � ��D=D+f=:<�E*��!�rA�#��-, � @<�"���E� L ���

T :0���0^ ��� �!�"��D=�k�&��#3�Xa��E�
L + 1 ≥ nTω(T ;V ).

V @<��D��&@<�Y�gD+f=��# θ > 0 [c�]#5��^	���=�&����� b @	# �	� �<� � F ∈ Q[x] �L@<� �E�Y#�:0��:0� �	D+f ≤ L ����# ���YD
V (θ) `<e	��*X���Y# �!� b #��"*��]�&f_`<� ��@<���E� T �&��#?a��E�

h(F ) ≤
1

T − 1

(

(T + n) log(L + 1) + Lθ
)

+
n

2
log(L + 1).

� � b `<D��!�"*��Y#��"��D=[ �=� T ≥ 103n ��� θ ≤ 10−3 T
L [g`	#9@<D=�

h(F ) ≤
(

1, 01 +
n

2

)

log(L + 1). á ��ç
�Jf���@<�E�=�!D+`��!�"@<�;,�� ì6Å�Ð�ÉoÉoÌ Â�ß Ä�Ð�Å Ã Ì�Ð�ÉoÈ Á É ÁLÊÓÂvÃXÂ�Á Å �oÍ � � E := V (θ)

Á Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã 


h(F ) ≤

(

L+n
n

)

− dim
Q

E(V (θ), L, T )

dim
Q

E(V (θ), L, T )

(

(T + n) log(L + 1) + Lθ
)

+
1

2
log

(

L + n

n

)

.

À�ÁHÂvÃ
Z Æ Ê�Ã ÄoÅoÆ Ý Ð�È Â�ÕkÃXÕ ÉoÈ Á ÉoÈÓÆ�Æ Ã Ö ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆT×èÆTÅ Ã�Â ÈÓÈ ÕKÔ Ä Ò(ÃXÂ�Þ Ì�Æ Ô Æ Gn

m

ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã
V
Ã ÆTÌ�Ì�Æ ß ÄoÆ ω(T ;V ) = (T deg(Z))1/ codim(Z) Í 
 Æ�Ì�ÆT×è×ØÆX2�Í3/ Ô Æ â t Ï�å��`æ�Å Á Ä Ê!Ô&ÂvÃaß ÄoÆHÑ
(

L + n

L

)

− dim
Q

E
Q
(V,L, T ) ≤

(

T − 1 + codim(Z)

codim(Z)

)(

L + dim(Z)

dim(Z)

)

deg(Z).

' Ð�ÉoÉµÆTÌ Á Å Ê
ß ÄoÆ ÌÎé Á Å Ð (L+n
L

)

− dimQ EQ(V,L, 1) = HQ(P, L) Ñ Á�� P Æ Ê�Ã ÌÎé Â�Ô&Õ Ð�Ì Ô ÆÔ&ÕTÙ Å ÂvÃXÂ�Á Å Ê ÄoÈ k
Ô Æ�Ì�Ð Ò Ì9� Ã ÄoÈÓÆZÉoÈ Á	� Æ Ò(ÃXÂvÝ Æ Ô Æ V Æ Ã H

Q
(P, L) Æ ÊJÃ Ì�Ð Ë.Á Å Ò(ÃXÂ�Á Å Ô Æ �aÂ Ì Þ ÆTÈ ÃÔ Æ P Í �aÅ ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã Ð�Ì Á È Ê Ñ Ê�Â k′ Ô&ÕKÊÓÂ ÖHÅoÆZÌ�Ð ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å Ô Æ Z 


(L+n
n

)

− dim
Q

E(V,L, T )
(

L+n
n

) ≤

(

T − 1 + k′

k′

)(

L + n − k′

n − k′

)(

L + n

n

)−1

deg(Z)

=
n(n − 1) · · · (n − k′ + 1)

k′!
×

(T + k′ − 1) · · ·T

(L + n) · · · (L + n − k′ + 1)
deg(Z).

ì6ÅhÄ ÃXÂ Ì Â�Ê Ð�Å Ã Ñ�É Á ÄoÈ j = 0, . . . k′ − 1 ÑoÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ T + j ≤ (j + 1)T Ñ Á ÅhÆTÅ Ô&ÕKÔ Ä ÂvÃ 

(L+n

n

)

− dim
Q

E(V,L, T )
(

L+n
n

) ≤

(

nT

L + 1

)k′

deg(Z) =
1

T

(

nTω(T ;V )

L + 1

)k′

≤
1

T
,

Ô é Á��
(L+n

n

)

− dim
Q

E(V,L, T )

dimQ E(V,L, T )
≤

1

T − 1
.

� 2



F Á ×è×èÆ dim
Q

E
Q
(V (θ), L, T ) ≥ dim

Q
E(V,L, T ) ÑxÆTÅ ÈÓÆTÉoÈÓÆTÅ�Ð�Å Ã Ì�ÐÇ×
Ð �JÁ È]Ð ÃXÂ�Á Å Ô ÆØÌ�Ð

à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ô Æ2Å Á*Ã ÈÓÆ Ë.Á Å Ò(ÃXÂ�Á ÅÛÐ�ÄY� Â Ì Â Ð Â ÈÓÆ F
Á Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã

h(F ) ≤
1

T − 1

(

(T + n) log(L + 1) + Lθ
)

+
1

2
log

(

L + n

n

)

.

À�Â ×BÐ Â Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã θ Æ Ê�ÃrÂ Å Ë.Õ È Â ÆTÄoÈ�� 10−3 T
L

Â Ì ÝyÂ ÆTÅ Ã Ñ�ÉoÄ Â�ÊÓß ÄoÆ (L+n
n

)

≤ (L + 1)n 

h(F ) ≤

1

T − 1

(

(T + n) log(L + 1) + 10−3T
)

+
n

2
log(L + 1).

ã8Ð�ÈràB�yÉ Á*Ã à�( Ê Æ Ê Ñ Á Å Ð L + 1 ≥ nTω(T ;V ) ≥ e Ñ�Ð Â Å ÊÓÂ

h(F ) ≤
1, 001T + n

T − 1
log(L + 1) +

n

2
log(L + 1).

ì6Å Ù Å Á Å Ð Ê ÄoÉoÉ ÁLÊ�Õ T ≥ 103n Ñ�Ð Â Å ÊÓÂ 1,001T+n
T−1 ≤ 1, 01 Ñ Ô é Á�� ÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ á ��ç�Í �


 Æ�É ÁHÂ Å Ã�Ò Ì�Æ ËuÔ Æ�ÌÎéíÆ�� Ã È]Ð�É Á Ì�Ð ÃXÂ�Á Å Â�ÒkÂ Æ ÊJÃ Ì�Ð u�ÉoÈ Á � Â × ÂvÃXÕ v p
Ü Ð Ô&Â�ß ÄoÆ Ô éíÄoÅoÆ�È]Ð ÒkÂ ÅoÆ p

Ü
Â (T×ØÆ Ô ÆuÌÎéíÄoÅ ÂvÃXÕ Æ ÃqÔ Æ 1 ðKÉoÌ�Ä Ê ÉoÈ ÕKÒkÂ�ÊÓÕ ×èÆTÅ ÃqÊÓÂ p Æ Ê�Ã ÄoÅZÅ Á × Þ ÈÓÆuÉoÈÓÆT× Â ÆTÈTÑ`Ð�Ì Á È Ê Ì�ÆuÉ Á Ì��yÅ��H×èÆ
(X − 1)p Æ ÊJÃZÒkÁ ÅoÖHÈÓÄT� Xp − 1 × ÁyÔ ÄoÌ Á p ÑxÐ Â Å Ê�Â8Â Ì8ÆTÅ�Æ ÊJÃZÔ Æ�×��T×èÆ Ô Æ (X − 1)p−1 Æ Ã
φp(X) Í,ì8Å ÕkÝ Ð�Ì�Ä�Ð�Å Ã�Ò Æ Ê!Ô ÆTÈÓÅ Â ÆTÈ Ê ÆTÅhÄoÅoÆ�È]Ð ÒkÂ ÅoÆ p

Ü�Â (T×èÆ ξ
Ô Æ�ÌÎéíÄoÅ ÂvÃXÕ Ñ Á Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã 


∀v | p, |ξ − 1|v ≤ p−1/(p−1) ≤ p−1/p. ár/Hç

� R8I � I	� �sP4��ILK � U
��� @	�"�C� � θ > 0 [ T,L :0��� ��� �!�"��D=� ��� E ��� ���E����� A�#9�n:0� b @<��� �!� :0�
�Y`<�Y�&����DX��� .�f�DC�"����D�@<� f �B`	#9� 
 θ , � @<�"��� � F ∈ Q[x]≤L �Y� b @	# �	� �	���J�L@<� ���Y# ��> `<���E�Y#9`<� �
�=��D E `<e	�=*k���Y# �!� b #3�"*C�]�&f_`	� ��@	����� T ,� #9@<D=��[ b @<��DX�&@	�Y�\�L@<� ACD+� b D+�����"��D p ���c�&@	�Y� ξ ∈ ker[p] [\#)> @<D+:<D���: > `<�E�E�Y#�`��!�"@<� T ∗ :0�
F ����D ξ ·E e<f�DC� �\��o

T ∗(1 + log(L + 1)) ≥ T
log p

p
− h(F ) − n log(L + 1) − Lθ.

�Jf���@<�E�=�!D+`��!�"@<�;, � À�ÁHÂvÃ
α ∈ E Æ Ã λ ∈ Nn Ô Æ�Ì Á ÅoÖHÄoÆTÄoÈ |λ| = T ∗ Ã ÆTÌ ß ÄoÆ Dλ(F )(ξ · α)ÊÓÁHÂvÃ Å Á ÅÛÅ�ÄoÌÎÍ À�Â G Æ ÊJÃ ÄoÅÛÉ Á Ì��yÅ��H×èÆ�� ÒkÁ Æ�� ÒkÂ ÆTÅ Ã]Ê Ð�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ Ê Ñ Ô éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�Ð Ë.Á ÈÓ×�ÄoÌ�Æ Ô Æ

���������	� Å Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê 

G(ξ · α) =

∑

µ∈Nn

Dµ(G)(α) · (ξ · α − α)µ.

À�Â
v Æ Ê�Ã ÄoÅoÆ2ÉoÌ�Ð Ò Æ Ô&ÂvÝyÂ�Ê Ð�Å Ã p Ñ�Ð�Ì Á È Ê |Dµ(G)(α) · (ξ · α − α)µ|v Æ Ê�Ã ×BÐ �JÁ È Õ É�Ð�ÈX

|G|v max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}

deg(G)−|µ| max{|α1ξ1 − α1|v, . . . , |αnξn − αn|v}
|µ|

� �



ÊÓÁHÂvÃaÔ éjÐ�ÉoÈ)( Ê ÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ ár/Hç�

|Dµ(G)(α) · (ξ · α − α)µ|v ≤ |G|v max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}

deg(G)p−|µ|/p

t ÉoÉoÌ Â�ß Ä Á Å Ê!Ò Æ ÒkÂ � G = Dλ(F ) Ñ
|Dλ(F )(ξ · α)|v ≤ max

|µ|≥T−T ∗
|Dµ(Dλ(F ))(α)(ξ · α − α)µ|v

≤ |F |v max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}
L p−(T−T ∗)/p

Ò Ð�È Dλ(F ) Æ ÊJÃ Å�ÄoÌ	ÆTÅ α ��ÄoÅ Á È Ô ÈÓÆ ≥ T − T ∗ ÍÀ ÄoÉoÉ ÁLÊ�Á Å Ê ×BÐ Â Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã v Ð�È Ò à Â × ÕKÔ&Â ÆTÅoÅoÆHÍ À�Â F (x) =
∑

|ν|≤L aν · xν
Á Å Ð 


Dλ(F )(x) =
∑

|ν|≤L

(

ν

λ

)

aν · xν−λ.

Ï�Æ�ÉoÌ�Ä Ê Ñ ÒkÁ ×è×èÆ ∑L
ν=1

(

ν
λ

)

=
(

L+1
λ+1

)

≤ (L + 1)λ+1 Ñ Á Å Ð 

∑

|ν|≤L

(

ν

λ

)

=
∑

|ν|≤L

(

ν1

λ1

)

· · ·

(

νn

λn

)

≤ (L + 1)|λ|+n.

��ÅÇÆTÅ Ô&ÕKÔ Ä ÂvÃ

|Dλ(F )(ξ · α)|v ≤ |F |v max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}
L−|λ| · (L + 1)|λ|+n.

ã Á ÄoÈrÈ ÕKÊ Äo×ØÆTÈ 


|Dλ(F )(ξ · α)|v ≤























|F |v max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}
L−|λ| ÊÓÂ

v - ∞, p

|F |v max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}
L−|λ| p−(T−T ∗)/p ÊÓÂ

v | p

|F |v max{1, |α1|v, . . . , |αn|v}
L−|λ|(L + 1)T ∗+n ÊÓÂ

v | ∞

��Å Ô&ÕKÔ Ä ÂvÃ Ð�Ì Á È Ê!Ô Æ�Ì�Ð Ë.Á ÈÓ×�ÄoÌ�Æ Ô ÄhÉoÈ ÁyÔ Ä ÂvÃ

0 ≤
−(T − T ∗)

p
log p + h(F ) + (T ∗ + n) log(L + 1) + Lh(α),

Ô é Á��
T

log p

p
− h(F ) − n log(L + 1) − Lθ ≤ T ∗

(

log p

p
+ log(L + 1)

)

.

�

� �
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 ��R8N � U�� � @<�]� V ���;����@<���=d&e	`<DC�"f��&fk:0� Gn
m , � @<�"��� � T,L :0�����C� �!�"��D=� ��� F ∈ Q[x]

�L@<� ����#?:0��:0� �	D+f ≤ L [ ���Y#h���YD V `<e	�=*k���Y# �!� b #3�"*C�]�&f_`	� ��@	����� T ,
� �&`<� � :0@	���Lf��J��� �L@<� ACD+� b D��C���"�CD p ���g��� ξ ∈ ker[p] [Z#)> @<D+:<D+� : > `	���E�Y#9`	�!�"@<� T ∗ :0�

F ����D ξ · V e	f�D=� �c��o
T ∗(1 + log(L + 1)) ≥ T

log p

p
− h(F ) − n log(L + 1) − Lµ̂ prq!q (V ).

�Jf���@<�E�=�!D+`��!�"@<�;,�� � Ì Ê Ä�� Ã!Ô éjÐ�ÉoÉoÌ Â�ß ÄoÆTÈaÌ�Ð�ÉoÈ Á É ÁLÊÓÂvÃXÂ�Á Å �oÍ��_��ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ
E := V (θ) = {α ∈ V, | h(α) ≤ θ} ,

ß Ä Â Æ Ê�Ã ê�Ð�È Â�ÊÓë�Â�Ô ÆTÅ Ê Æ Ô Ð�Å Ê V
ÊÓÂ

θ > µ̂ $&%]% (V ) ÑoÆ ÃaÔ Æ Ë Ð Â ÈÓÆ Ã ÆTÅ Ô ÈÓÆ θ
Ý ÆTÈ Ê µ̂ $&%]% (V ) Í �

	 N�� �nN �?U�� � @<�"���E� W ���L�i��@<���=d&e	`<DC�"f��&f b D+@ b D+��:0� Gn
m �Bf�@	��f��!D=�"a��E������� �?��D=D+f=:<�E*��!�rA�#��C[

N, l0 > 0 :B�C�B^ ��� �!�"��D=��,��\�T��� b0b @<����a��E� l0 � > �C�C�i:<��e-���=�rAC#9� b `<D�`<�E*����n�L@<� ACD+� b D+�����"��D
:B� [N/2, N ] ���Z���C� b D+�����"��D�`	e<�=* |GW /G0

W | ,� � N ≥ 103n log (max{16,deg(W )}) ��� ��� W � > ���=� b `	��#��J�!D+`<�E�=#9`	�&f�: > ��� ��@	���=dl�&@<D��
:B� Gn

m [g`	#9@<D=�

deg







⋃

p∈[N/2,N ]
p ���������	���

[l0p]−1[l0p] · W






≥ 0, 4

N

log N

(

l0N

2

)n+1−dim(W )

deg(W ).

�Jf���@<�E�=�!D+`��!�"@<�;,�� ã Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ p
Ô Ð�Å Ê [N/2, N ]

Á Å Ð 

[l0p]−1[l0p] · W =

⋃

ζl0
,ζp

ζl0ζp · W,

Á�� ÌÎéíÄoÅ Â�Á Å Æ ÊJÃ ÉoÈ Â�Ê Æ Ê ÄoÈ!Ì�Æ Ê (ζl0 , ζp)
Ô Ð�Å Ê ker[l0] × ker[p] ÍµÏaÆZÉoÌ�Ä Ê!ÃXÁ Ä Ê Ì�Æ ÊrÃ È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊ

ζl0ζp · W
Ô Æ W

Ê�Á Å Ã Ö ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆT×èÆTÅ Ã!Â ÈÓÈ ÕKÔ Ä Ò(ÃXÂ�Þ Ì�Æ ÊaÔ Æ Ô ÆTÖHÈ Õ deg(W ) Í t!Â Å ÊÓÂ Ñ Â Ì	Å Á Ä ÊË Ð�Ä Ã!Â�ÒkÂ�ÕkÃ Ä Ô&Â ÆTÈ6� ß ÄoÆTÌ�Ì�Æ Ê!ÒkÁ Å Ô&ÂvÃXÂ�Á Å ÊaÔ ÆTÄY� Ã ÆTÌ Ê}Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊaÔ Æ W
ÊÓÁ Å Ã!Õ ÖdÐ�ÄY�AÍ

F Á Å ÊÓÂ�Ô&Õ È Á Å Ê4Ô&Á Å Ò�Ô ÆTÄY�èÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ Ê p, p′
Ô Ð�Å Ê [N/2, N ] Æ Ã4Ô ÆTÄY� ÒkÁ ÄoÉoÌ�Æ Ê4Ô ÆaÉ ÁHÂ Å Ã]Ê4Ô ÆÃXÁ È ÊÓÂ�Á Å (ζl0 , ζp) ∈ ker[p] × ker[p] Æ Ã (ξl0 , ξp′) ∈ ker[p] × ker[p′]

Ã ÆTÌ Êrß ÄoÆ
ζl0ζp · W = ξl0ξp′ · W.

� Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å ÊtÔ&Á Å Ò ζ−1
l0

ξl0ζ
−1
p ξp′ ∈ GW Í � Ì Ê éíÆTÅ Ê Ä ÂvÃ Ñ�ÉoÄ Â�ÊXß ÄoÆ l0 Æ Ê�Ã ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ�Ð Ý Æ Ò p Æ Ã p′ 

ζ−1

l0
ξl0 ∈ GW Æ Ã ζ−1

p ξp′ ∈ GW .

� /



ã Á ÄoÈ ÕkÝyÂvÃ ÆTÈ Ò ÆTÌ�Ð Â Ì Ê Ä�� Ã4ß ÄoÆ ζl0 Æ Ã ξl0

Ê�ÁHÂ ÆTÅ Ã}Ô&Â�ÊJÃXÂ Å Ò(Ã]Ê × ÁyÔ ÄoÌ Á GW Ñ Ô Æa×��T×èÆrÉ Á ÄoÈ ζp

Æ Ã ξp′
Ê�Â

p = p′ Ñ�Æ Ã�ß ÄoÆ ζ−1
p Æ Ã ξp′ Å	éjÐ�ÉoÉ�Ð�È ÃXÂ ÆTÅoÅoÆTÅ Ã É�Ð Ê � GW

ÊÓÂ
p 6= p′ Í � Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å ÊÔ&Á Å Ò

deg







⋃

p∈[N/2,N ]
p ��������� ���

[l0p]−1[l0p] · W






≥
∑

p

∑

ζl0
∈ker[p]/GW

ζp∈(ker[p]\GW )/GW

deg(ζl0ζp · W ) á �Lç

� Á*ÃXÁ Å Ê Λ ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ô Æ Ê ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ ÊuÔ Æ [N/2, N ]
K?N
	 ��� �
��
 K;P � 
 �

|GW /G0
W | Í À�Â p ∈ Λ Ñ

Ð�Ì Á È Ê p Æ Ê�Ã ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ � |GW /G0
W | Ñ Ô Æ ×��T×ØÆBÉ Á ÄoÈ l0 Ñ"Ì�ÆÇÉ ÁHÂ Å Ã � Ô Ä±Ì�ÆT×è×èÆ �yÍ�� Å Á Ä ÊÔ&Á ÅoÅoÆ�Ð�Ì Á È Ê 








| ker[l0] ∩ GW | = l
dim(GW )
0

∣

∣ker[l0] ∩ (GW /G0
W )
∣

∣ = l
dim(GW )
0

| ker[p] ∩ GW | = pdim(GW )
∣

∣ker[p] ∩ (GW /G0
W )
∣

∣ = pdim(GW )

ì6Å�ÈÓÆTÉoÈÓÆTÅ�Ð�Å Ã á �Lç Á Å�ÆTÅ Ô&ÕKÔ Ä ÂvÃZß ÄoÆ�Ì�Æ Ô ÆTÖHÈ ÕèÔ Æ�ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ ÕkÃ Ä Ô&Â�Õ Æ Ê�Ã ÆTÅ ÒkÁ ÈÓÆè× Â Å Á È Õ
É�Ð�È

Card(Λ)

(

(

N

2

)n−dim(GW )

− 1

)

l
n−dim(GW )
0 deg(W ). á��Hç

' Æ Ê�Ã Æn� ÒkÁ ×ØÉ Ã ÆTÈ
Ì�Æ Ò Ð�È Ô&Â Å�Ð�Ì Ô Æ Λ Ñ Ê�ÁHÂvÃ Ì�Æ Ê Ô&ÂvÝyÂ�Ê ÆTÄoÈ Ê ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ Ê Ô Æ |GW /G0
W |

Ô Ð�Å Ê
[N/2, N ] Í,Ï�éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�ÆT×Ø×èÆ �yÍ32�Ñ Ò ÆTÄY� ÜQÒkÂ�Ê�Á Å Ã Ð�ÄhÉoÌ�Ä Ê Ð�ÄhÅ Á × Þ ÈÓÆ Ô Æ_


log |GW /G0
W |

log(N/2)
≤

log deg(GW )

log(N/2)
≤

n log deg(W )

log(N/2)
.

taÂ Å ÊÓÂ ÑoÆTÅhÄ ÃXÂ Ì Â�Ê Ð�Å Ã ÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ N ≥ 103n log (deg(W )) Æ Ã Ì�Æ2Ì�ÆT×è×èÆ �yÍ � 


Card(Λ) ≥ π(N) − π(N/2) −
10−3N

log(N/2)

≥ 0, 41
N

log N
−

10−3N

log(N/2)

≥ 0, 409
N

log N
.

Ï�Æ�ÉoÌ�Ä Ê Ñ ÒkÁ ×è×èÆ N ≥ 103 Ñ Á Å�Ð

0, 409

(

(

N

2

)n−dim(GW )

− 1

)

≥ 0, 409 ×

(

1 −
1

500

)(

N

2

)n−dim(GW )

≥ 0, 4

(

N

2

)n−dim(GW )

.

� �



ì6ÅhÈÓÆTÉ Á È Ã Ð�Å Ã!ÃXÁ Ä ÃaÒ Æ ÒkÂ�Ô Ð�Å Ê á��Hç Â Ì ÝyÂ ÆTÅ Ã 


deg







⋃

p∈[N/2,N ]
p � � � � � � �

[l0p]−1[l0p] · W






≥ 0, 4

N

log N

(

l0N

2

)n−dim(GW )

deg(W ).

ã Á ÄoÈ ÒkÁ Å Ò Ì�ÄoÈÓÆHÑ Â Ì Ê Ä�� Ã4Ô Æ�ÈÓÆT×BÐ�È ß ÄoÆTÈ ß ÄoÆHÑ ÒkÁ ×Ø×èÆ W Å	éíÆ Ê�Ã É�Ð Ê Ì�Æ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ�Ô éíÄoÅ ÊÓÁ Ä Ê�ÜÃXÁ ÈÓÆ Ô Æ Gn
m Ñ ÊÓÁ Å ÊJÃ Ð ÞoÂ Ì Â�Ê Ð Ã ÆTÄoÈ GW Æ Ê�Ã Ñ Ô éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�ÆØÌ�ÆT×è×èÆ �yÍ32�Ñ Ô Æ Ô&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å0Ð�Ä ÉoÌ�Ä Ê

dim(W ) − 1 Ñ Ô é Á�� 


deg







⋃

p∈[N/2,N ]
p ��������� ���

[l0p]−1[l0p] · W






≥ 0, 4

N

log N

(

l0N

2

)n+1−dim(W )

deg(W ).

�

� ����� �8º �,½�º�� �!¾ ��� ¼��r¸ �
G2

m

�q¹
G3

m

� Á Ä Ê�Ô&Á ÅoÅ Á Å ÊxÂ�ÒkÂdÔ Æ Ê × Â Å Á È]Ð ÃXÂ�Á Å ÊxÔ Ä2× Â Å Â ×�Äo× Æ ÊXÊ ÆTÅ ÃXÂ ÆTÌdÉ Á ÄoÈ Ô Æ Ê àB�yÉµÆTÈ Ê ÄoÈ Ë Ð Ò Æ Ê�Ô Æ
G2

m Æ Ã G3
m Í F�Æ Ê È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã]ÊuÊ�Á Å Ã × ÁHÂ Å Ê ÉoÈ ÕKÒkÂ�Êuß ÄoÆ Ò ÆTÄY� Ô Æ â ã Á Å�å��*æ�Ñ Ô Ð�Å Ê Ì�Ð�×èÆ Ê ÄoÈÓÆ Á���Â Ì ÊÅoÆtÉoÈÓÆTÅoÅoÆTÅ Ã É�Ð Ê ÆTÅ ÒkÁ ×èÉ Ã ÆtÌ�Ð Ô&Â ×ØÆTÅ Ê�Â�Á Å Ô Ä ÊJÃ Ð ÞoÂ Ì Â�Ê Ð Ã ÆTÄoÈ Ô ÆtÌÎéíàB�yÉµÆTÈ Ê ÄoÈ Ë Ð Ò Æ ÒkÁ Å Ê�Â�Ô&Õ È Õ ÆHÍ� Õ Ð�Åo× ÁHÂ Å Ê Å Á Ä Ê�ÁHÞ&Ã ÆTÅ Á Å Ê\Ô Æ�×èÆ Â Ì�Ì�ÆTÄoÈÓÆ Ê\ÒkÁ Å Ê�Ã Ð�Å Ã Æ Ê\Ô Ð�Å Ê�Ò Æ Ê�Ò Ð Ê É�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈ Ê Ñ Ò Æ ß Ä Â

Å Á Ä Ê�Ê ÆTÈ]ÐrÉoÌ�Ä Ê Ä ÃXÂ Ì�ÆHÑ Ò Ð�È Ô Ð�Å Ê Ì�Ð Ê Ä ÂvÃ ÆuÅ Á Ä Ê ÅoÆuÉ Á ÄoÈÓÈ Á Å Ê É�Ð Ê	ÃXÂ ÈÓÆTÈxÉ�Ð�È ÃXÂ Æ Ô ÆuÌ�Ð Ô&Â ×ØÆTÅ Ê�Â�Á ÅÔ Ä Ê�Ã Ð ÞoÂ Ì Â�Ê Ð Ã ÆTÄoÈTÍ � Á*ÃXÁ Å Ê�Ô Æ�ÉoÌ�Ä Ê�ß ÄoÆHÑ Ô Ð�Å Ê Ì�Æ Ò Ð Ê�Ô Æ G2
m ÑµÅ Á Ä ÊaÁHÞ&Ã ÆTÅ Á Å Ê ÄoÅ È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð ÃÉoÌ�Ä Ê ÉoÈ ÕKÒkÂ�Ê 
oÌ�Æ Ã à ÕTÁ È)(T×èÆ Ô Æ�� Õ � Á Ä Ã ÉµÆTÈÓ×èÆ ÃaÔ Æ�×
Ð �JÁ ÈÓÆTÈ}Ì�Æ Ò Ð�È Ô&Â Å�Ð�Ì Ô Æ2ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ô Æ Ê

É ÁHÂ Å Ã]Ê!Ô Æ2Ì�Ð ÒkÁ ÄoÈ Þ Æ Ô Æ2ÉµÆ ÃXÂvÃ Æ2à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈTÍ
� R8I � I	� �sP4��ILK � U!S � @	�]� W �Y�;� *�@	��D A�� �0f=@<��f��!DC�"aC� �C� �C� � ��DCD+f�:	�E*��!�rAC#9� :B� G2

m :B��:B� �	D+f
ω [ga����G�;�X��@<�]� b `<����� �!D�`<���C#�`��&f�:?> ��� ��@<���Cdl�&@<D+�-, �c�n` `	#9@<D=�Jo

Card

{

α ∈ W, | h(α) ≤
10−11

ω

(log log ω′)4

(log ω′)5

}

≤ 2.1011ω2 (log ω′)6

(log log ω′)4

@�
 ω′ := max{ω, 16} , � � b `<DC�!�"*��Y#3�"��D�@<�n` o

µ̂ p"q!q (W ) ≥
10−11

ω

(log log ω′)4

(log ω′)5
.

� �



� R8I � I	� �sP4��ILK � U
	�� @	�]� W ���L�k�=��D].�`B*���:0� G3
m �Bf�@<� f��!DC�"a��E�������E�\��DCD+f=:<�E*��!�rA�#���:0��:B� �	D+f

ω a����G� > �C�C� b `<�k�!D+`<�E�=#9`	�&f�: > ��� ��@<���Cdl�&@<D+��:B� G3
m , � #9@<DC�

µ̂ p"q!q (W ) ≥
3.10−12

ω

(log log ω′)4

(log ω′)5

@�
 ω′ := max{ω, 16} ,


 Æ Ô&Õ È Á ÄoÌ�ÆT×èÆTÅ Ã6Ô Æ�Ì�Ð!ÉoÈÓÆTÄ Ý Æ Ô Æ Ò Æ Ê"Ô ÆTÄY�ZÈ ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã]Ê Æ Ê�Ã8ÊÓÂ × Â Ì�Ð Â ÈÓÆHÑ�Å Á Ä Ê Ì�Æ ÊxÃ È]Ð ÂvÃ ÆTÈ Á Å ÊÔ&Á Å Ò ÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ê ð Ê ÆTÄoÌ�Æ Ê Ì�Æ ÊrÒkÁ Å ÊJÃ Ð�Å Ã Æ ÊaÒ à�Ð�ÅoÖHÆTÈ Á Å Ã Í

����� ���	�
����
����
���

À�ÁHÂvÃ
W ÄoÅoÆ�àB�yÉµÆTÈ Ê ÄoÈ Ë Ð Ò Æ Ô Æ Gn

m áÎÐ Ý Æ Ò n ∈ {2, 3} çuÖ ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆT×èÆTÅ Ã!Â ÈÓÈ ÕKÔ Ä Ò(ÃXÂ�Þ Ì�ÆHÑÔ Æ Ô ÆTÖHÈ Õ ω Æ Ã Å Á*ÃXÁ Å Ê ω := max{ω, 16} Í �aÅÇÉ ÁLÊ ÆHÑ�É Á ÄoÈ n ∈ {2, 3} 































N := c1
(log ω′)2

log log ω′

T :=

[

10N
log ω′

log log ω′

]

L := nωT 2

Á��
c1 = 4.104 ÊÓÂ n = 3 Æ Ã c1 = 2, 5.104 ÊÓÂ n = 2 Í

� 
 ��P � U
��� @<���X`<e	@<�E�
� , log N ≥ 1, 99 log log ω′ �

� , 0, 92T log N
N >

(

1, 01 + 3n
2

)

log(L + 1) �
� , L < 0, 1 N3

log N ω ,
�Jf���@<�E�=�!D+`��!�"@<�;,��

� Í �aÅhÄ ÃXÂ Ì Â�Ê Æ Â�ÒkÂ Ì�Æ Ë Ð ÂvÃ �yÍ��BÐ Ý Æ Ò a = 10−2 Æ Ã b = 1
ÊÓÁHÂvÃ

N ≥ (log ω′)1,99 × 10−2e · c1 ≥ (log ω′)1,99.

2�Í �aÅ Ý ÆTÄ Ã × Á Å Ã ÈÓÆTÈTÑ,É Á ÄoÈ n = 2 Æ Ã 3 

log N

N
>

1, 01 + 1, 5n

0, 92T
log(L + 1).

� �



F Á ×Ø×èÆ log(L + 1) ≤ 3max{log(nω), log(T + 1)} Æ Ã T + 1 ≤ 1, 001T Ñ Â Ì"Å Á Ä ÊÊ Ä�� ÃaÔ Æ2× Á Å Ã ÈÓÆTÈ ß ÄoÆ
log N

N
>

18

T + 1
max{log(nω), log(T + 1)}.

' ÆT×BÐ�È ß Ä Á Å Ê}ÃXÁ Ä ÃaÔ éjÐ ÞµÁ È Ô�ß ÄoÆ�ÌÎé Á Å ÐyÑ,ÆTÅhÄ ÃXÂ Ì Â�Ê Ð�Å Ã Ì�Æ Ë Ð ÂvÃ �yÍ��ØÐ Ý Æ Ò a = b = 1 

T + 1 ≥ 10N

log ω′

log log ω′
≥ 10eN ≥ 27N. á �Lç

� À ÄoÉoÉ ÁLÊÓÁ Å Ê T + 1 ≥ nω Í�F Á ×è×ØÆ 9 log N ≥ 9 log c1 ≥ 18 log 27 Ñ�Å Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê
27 log N ≥ 18 log(27N) Ñ�Ð Â Å ÊÓÂ

log N

N
≥ 18

log(27N)

27N
.

� Ì Ê Ä�� Ã Ð�Ì Á È Ê�Ô ÆØÈÓÆT×BÐ�È ß ÄoÆTÈ ß ÄoÆHÑ Ô éjÐ�ÉoÈ)( Ê á �Lç�Ñ Á Å0Ð T + 1 > 27N ÑxÆ Ã�ß ÄoÆØÌ�ÐË.Á Å Ò(ÃXÂ�Á Å x 7→ (log x)/x Æ ÊJÃaÔ&ÕKÒ È ÁHÂ�ÊÓÊ Ð�Å Ã Æ Ê ÄoÈ [e,+∞[ Í
� À ÄoÉoÉ ÁLÊÓÁ Å Ê ×BÐ Â Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã T + 1 < nω Í;F Á ×è×ØÆ log N ≥ 1, 99 log log ω′ á Ô éjÐ�ÉoÈ)( Ê
Ì�Æ2É ÁHÂ Å Ã � ç Á Å ÐyÑ,É�Ð�È Ò à ÁHÂ � Ô Æ T 


log N

N
≥

log N

T + 1

10 log ω′

log log ω′

≥ 19, 9
log ω′

T + 1
.

F Á ×è×èÆ 27c1 ≤ 27N ≤ T + 1 á Ô éjÐ�ÉoÈ)( Ê á �LçÓçèÆ Ã T + 1 < nω′ Ñ Á Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã
ω′ ≥ 27

n c1 > 310 Æ ÃaÔ&Á Å Ò 1, 1 log ω′ > log(3ω′) Ñ Ô é Á��
log N

N
> 18

log(3ω′)

T + 1
.

�yÍ �aÅ Ð
L = nωT 2 ≤ nω

(

10N
log ω′

log log ω′

)2

Ð Â Å Ê�Â
10L

log N

ωN3
< 103n log N

(

log ω′

log log ω′

)2 1

N
.

Ï�Æ�ÉoÌ�Ä Ê Ñ ÒkÁ ×è×èÆ log log ω′ ≥ 1 Ñ Á Å�Ð log N ≤ (2 + log c1) log log ω′ Ñ Ô é Á��

10L
log N

ωN3
< 103n(2 + log c1)

(log ω′)2

log log ω′

1

N

= 103n
2 + log c1

c1
< 1.

�

� ä



����� ������� �
	���� �
����	���	 ��	 �
� � � ��� ���
������� � ��	����

ã ÁLÊÓÁ Å Ê
θ := 0, 08

T log N

NL
≤ 10−3 T

L
.

F Á ×è×èÆ L + 1 ≥ nωT 2 = nω(T ;W )T á�ÉoÄ Â�ÊXß ÄoÆ W Æ Ê�Ã�Ô Æ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 1 ç�Ñ�Ì�Æ ÒkÁ È Á Ì Ü
Ì�Ð Â ÈÓÆ �oÍ32�Å Á Ä Ê�Ô&Á ÅoÅoÆ�ÄoÅBÉ Á Ì��yÅ��H×ØÆ F ∈ Q[x] Å Á ÅBÅ�ÄoÌ Ô Æ Ô ÆTÖHÈ Õ ≤ L Å�ÄoÌ Ê ÄoÈ W (θ) Ð Ý Æ Ò
×�ÄoÌ ÃXÂ ÉoÌ Â�ÒkÂvÃXÕ Ð�ÄÇ× ÁHÂ Å Ê T Æ ÃrÃ ÆTÌ ß ÄoÆ

h(F ) ≤
(

1, 01 +
n

2

)

log(L + 1).

� Á*ÃXÁ Å Ê T ∗ ÌÎé Á È Ô ÈÓÆ�× Â Å Â ×BÐ�Ì Ô éjÐ�ÅoÅ�ÄoÌ�Ð ÃXÂ�Á Å Ô Æ F
Ê ÄoÈ ξ · W (θ) Ñ Á�� ξ É�Ð�È ÒkÁ ÄoÈ Ã ker[p]

Æ Ã Ì�Æ2Å Á × Þ ÈÓÆ�ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ p É�Ð�È ÒkÁ ÄoÈ Ã [N/2, N ] Í,Ï�éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�Ð�ÉoÈ Á É ÁLÊ�ÂvÃXÂ�Á Å �oÍ���Å Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê 

T ∗(1 + log(L + 1)) ≥ T

log N

N
− h(F ) − n log(L + 1) − Lθ

≥ 0, 92T
log N

N
−

(

1, 01 +
3n

2

)

log(L + 1).

Ï�éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�ÆZÉ ÁHÂ Å Ã 2 Ô Ä Ë Ð ÂvÃ /�Í��yÑ Ò Æ ÃÓÃ Æ Ô ÆTÈÓÅ Â (TÈÓÆ ß Ä�Ð�Å ÃXÂvÃXÕ Æ ÊJÃ\ÊJÃ È Â�Ò(Ã ÆT×èÆTÅ Ã É ÁLÊÓÂvÃXÂvÝ ÆHÑ Ô&Á Å Ò
T ∗ > 0 Í � Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê�Ô&Á Å Ò × Á Å Ã È Õ�ß ÄoÆ F

Ê éjÐ�ÅoÅ�ÄoÌ�Æ Ê ÄoÈ ξ · W (θ) ÑµÉ Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã ξ ∈ ker[p]

Æ ÃrÃXÁ Ä Ã ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ p
Ô Æ [N/2, N ] Í

����� ����������� � 	����

À ÄoÉoÉ ÁLÊ�Á Å Ê É�Ð�ÈqÌÎéjÐ Þ,Ê ÄoÈ Ô Æ F Å�ÄoÌ Ê ÄoÈ ξ ·W Ñ�É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã ξ ∈ ker[p] Æ ÃqÃXÁ Ä Ã p ∈ [N/2, N ]

ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ�á Ò Æ ß Ä Â Æ Ê�Ã ÆTÅ É�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈ}Ì�Æ Ò Ð Ê4ÊÓÂ θ ≥ µ̂ $r%]% (W ) ç�Í 
 Æ�Ì�ÆT×è×ØÆ �oÍ3/�Ð�ÉoÉoÌ Â�ß Ä Õ Ð Ý Æ Ò
l0 = 1 Å Á Ä ÊBÔ&ÂvÃ Ð�Ì Á È Ê ÑuÉoÄ Â�ÊXß ÄoÆ W Å	éíÆ Ê�Ã É�Ð Ê Ì�Æ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ Ô éíÄoÅ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ô Æ Gn

m Æ Ã
N ≥ 103n log ω′ Ñ

L ≥ deg(F ) ≥ deg







⋃

p∈[N/2,N ]
p ��������� ���

[p]−1[p] · W







≥ 0, 4
N

log N

(

N

2

)n+1−dim(W )

deg(W )

= 0, 1
N3

log N
ω

Ò Æ ß Ä Â!ÒkÁ Å Ã ÈÓÆ Ô&ÂvÃ Ì�ÆhÉ ÁHÂ Å Ã � Ô Ä Ì�ÆT×è×ØÆ /�Í��yÍ � ÌrÈ ÕKÊ ÄoÌ Ã Æ�ÄoÅoÆh× Â Å Á È]Ð ÃXÂ�Á Å Ô Ä × Â Å Â ×�Äo×
Æ ÊXÊ ÆTÅ ÃXÂ ÆTÌ 


µ̂ $&%]% (W ) > θ.

2*å



Ï�Æ�ÉoÌ�Ä Ê Ñ Á Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã ÌÎéíÆ�� Â�Ê�Ã ÆTÅ Ò Æ Ô éíÄoÅhÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ p ∈ [N/2, N ] Æ Ã!Ô éíÄoÅ ξ ∈ ker[p]
Ã ÆTÌ Êrß ÄoÆ

Ì�Æ2É Á Ì��yÅ��H×èÆ F
Ê�ÁHÂvÃ Å Á ÅhÅ�ÄoÌ Ê ÄoÈ ξ · W (θ) Í À�Â n = 2 Ñ � Õ � Á Ä Ã Å Á Ä Ê!Ô&ÂvÃ Ð�Ì Á È Ê

Card (W (θ)) ≤ deg(F ) · deg(ξ · W ) ≤ Lω ≤ 200c2
1ω

2 (log ω′)6

(log log ω′)4
.

ã Á ÄoÈ Ã ÆTÈÓ× Â ÅoÆTÈaÌ�Æ Ê ÉoÈÓÆTÄ Ý Æ Ê\Ô Æ Ê ÉoÈ Á É ÁLÊÓÂvÃXÂ�Á Å Ê /�Í32�Æ Ã /�Í � Ñ Â Ì�Å Á Ä Ê ÈÓÆ Ê�Ã Æ��è× Â Å Á ÈÓÆTÈ θ Í ��Å
Ð 


θ = 0, 08
T log N

NL
=

0, 08

nω

log N

TN

≥
0, 08

10nω

log log ω′

log ω′

log N

N2

=
0, 08

10nω

log log ω′

log ω′

(

log log ω′

c1(log ω′)2

)2

log N.

��ÈTÑ Ô éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�Æ2É ÁHÂ Å Ã � Ô Ä Ë Ð ÂvÃ /�Í��yÑ Á Å Ð log N ≥ 1, 99 log log ω′ Ñ Ô é Á�� 

θ >

0, 08 · 1, 99

10nc2
1

×
1

ω

(log log ω′)4

(log ω′)5
.


 Ð ÒkÁ Å Ê�Ã Ð�Å Ã Æ 0,08·1,99
10nc21

Ý Ð�Ä ÃZÔ&Á Å Ò 3.10−12 Ê�Â
n = 3 Æ Ã 10−11 ÊÓÂ Å Á Å á Ò Ð�È c1 = 4.104 Ê�Â

n = 3 Æ Ã c1 = 2, 5.104 ÊÓÂ n = 2 ç�Í
 ÐÛÉoÈ Á É ÁLÊÓÂvÃXÂ�Á Å /�Í � Ý ÐÛÆTÅ Ë Ð ÂvÃ Å Á Ä Ê ÉµÆTÈÓ×èÆ ÃÓÃ ÈÓÆHÑ Ô Ð�Å Ê Ì�Ð Ô&Õ × Á Å ÊJÃ È]Ð ÃXÂ�Á Å Ô Ä Ã à ÕTÁ*Ü
È)(T×ØÆ�2�Í � Ñ Ô Æ Ê ÆaÈ]Ð�×èÆTÅoÆTÈ�Ð�Ä Ò Ð ÊuÁ�� Å Á*Ã ÈÓÆ ÒkÁ ÄoÈ Þ Æ C Å	éíÆ ÊJÃ4ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ä Ô Ð�Å Ê Ð�Ä Ò ÄoÅ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕÔ Æ ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ô Æ G3

m Ñ ÒkÁ ×è×èÆ\Å Á Ä Ê ÌÎé Â Å Ô&Â�ß ÄoÆZÌ�Æ2Ì�ÆT×è×èÆ Ê Ä ÂvÝ Ð�Å Ã Í
	 N�� �nN �hU�� � @<�"���E� V ���L���=��D].�`B*��k:0� G3

m :B� :0� �	D+f ω ��� C ⊂ V ���L�k*�@<��D-A+� �0f=@<��f��!DC�]d
a��E������� �c��DCD+f�:<� *��!�rA�#9�_a����G� > ` bBb `	DC�!�"��� � 
 `<�E*���� �!D+`<�E�=#9`	�&f_: > �Y� ��@<���Cdl�&@<D+��*�@<� �&����� :0`<�E�
V , � > �]# ��^<���C�&�k��� �!D+`<�E�=#9`	�&f ζ · H : > �Y� ��@<���=dl�&@	D+� H *�@	�E�&���L`<�E� C [g`	#�@	D=�Jo

µ̂ p"q!q (C) ≥
5 · 10−12

ω

(log log(2 deg(H)ω′))4

(log(2 deg(H)ω′))5
.

�Jf���@<�E�=�!D+`��!�"@<�;, � F Á ×è×èÆ H Æ Ê�Ã ÄoÅ ÃXÁ ÈÓÆ Ô Æ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 1 Ñ Â ÌAÆ�� Â�Ê�Ã Æ λ = (λ1, λ2, λ3)Ô Ð�Å Ê Z3 Ã ÆTÌ ß ÄoÆ Ê Æ ÊrÒkÁ�Á È Ô&Á ÅoÅ Õ Æ ÊaÊ�Á Å Ã ÉoÈÓÆT× Â (TÈÓÆ Ê ÆTÅ Ã ÈÓÆ2ÆTÌ�Ì�Æ Ê Æ Ã}Ã ÆTÌ ß ÄoÆ
H = {x ∈ G3

m | xλ = 1}.

��ÅÇÉµÆTÄ ÃaÔ Æ2ÉoÌ�Ä Ê!Ê ÄoÉoÉ ÁLÊ ÆTÈ ß ÄoÆ λ3 = max{|λ1|, |λ2|, |λ3|} Í;F Á Å ÊÓÂ�Ô&Õ È Á Å Ê ÌÎéjÐ�ÉoÉoÌ Â�Ò Ð ÃXÂ�Á ÅT

ϕ : G2

m → G3
m

(x1, x2) 7→ (xλ3
1 , xλ3

2 , x−λ1
1 x−λ2

2 )

2 �



ß Ä Â Æ Ê�Ã ÄoÅoÆÇÉ�Ð�È]Ð�× ÕkÃ È Â�Ê Ð ÃXÂ�Á Å Ô Æ H á�Å Á Å Å ÕKÒ Æ ÊÓÊ Ð Â ÈÓÆT×èÆTÅ ÃBÂ Å � Æ Ò(ÃXÂvÝ Æ`ç�ÍZF Á ×è×èÆ C Å	éíÆ Ê�Ã
É�Ð Ê È Õ ÄoÅ Â�Á Å Ô Æ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊ�Ô Æ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ê Ñ ϕ−1(ζ−1 · C) Å Á Å ÉoÌ�Ä Ê Í 
 ÐhÉoÈ Á É ÁLÊ�ÂvÃXÂ�Á Å /�Í �
Ð�ÉoÉoÌ Â�ß Ä Õ Æ � Ò à�Ð ß ÄoÆ ÒkÁ ×èÉ ÁLÊ Ð�Å Ã Æ Ô Æ Ò Æ Ô ÆTÈÓÅ Â ÆTÈhÅ Á Ä ÊÇÔ&ÂvÃ Ð�Ì Á È ÊÇß ÄoÆ�É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã β ∈

ϕ−1(ζ−1 · C)
Ê Ð�Ä Ë ÄoÅhÅ Á × Þ ÈÓÆ Ù Å Â	Á Å Ð

h(β) ≥
10−11

deg
(

ϕ−1(ζ−1 · C)
)

(log log d′)4

(log d′)5

Á��
d′ := max{deg

(

ϕ−1(ζ−1 · C)
)

, 16} Í
 Æ ÊuÊÓÁ Ä ÊJÜÎÝ Ð�È Â�ÕkÃXÕKÊ ϕ−1(ζ−1 ·C) ⊂ ϕ−1(ζ−1 ·V )
Ô Æ G2

m

ÊÓÁ Å ÃtÔ Æ Ô&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 1 Ñ Ô Æ!ÉoÌ�Ä Ê
ϕ−1(ζ−1 · V ) Æ ÊJÃaÔ&ÕTÙ Å Â ÆZÉ�Ð�ÈrÄoÅÇÉ Á Ì��yÅ��H×ØÆ Ô Æ Ô ÆTÖHÈ Õ ×BÐ �JÁ È Õ É�Ð�È

max{|λ3|, |λ1 + λ2|}deg(V ) ≤ 2λ3ω

ÆTÅ
É�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈ deg
(

ϕ−1(ζ−1 · C)
)

≤ 2λ3ω Í�F Á Å ÊÓÂ�Ô&Õ È Á Å Ê ×BÐ Â Å Ã ÆTÅ�Ð�Å ÃrÔ Æ ÊtÕ Ì Õ ×èÆTÅ Ã]Ê α ∈

C Æ Ã β ∈ ϕ−1(ζ−1 · C)
Ã ÆTÌ Ê!ß ÄoÆ α = ζ · ϕ(β) ðoÅ Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê

h(α) = h(ϕ(β)) ≥ h(βλ3
1 , βλ3

2 ) = λ3h(β).

��ÅÇÆTÅ Ô&ÕKÔ Ä ÂvÃaß ÄoÆ2É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã α ∈ C
Ê Ð�Ä Ë ÄoÅhÅ Á × Þ ÈÓÆ Ù Å Â	Á Å Ð

h(α) ≥
10−11

2ω

(log log 2λ3ω
′)4

(log 2λ3ω′)5
.

ã Á ÄoÈ ÒkÁ Å Ò Ì�ÄoÈÓÆHÑ Â Ì Ê Ä�� ÃaÔ Æ2ÈÓÆT×BÐ�È ß ÄoÆTÈ ß ÄoÆ λ3 ≤ deg(H) Í �

� � »}½�º�� � ¼��r¸ �
G3

m

� Á Ä Ê�ÊÓÁ ×è×èÆ Ê ×BÐ Â Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã ÆTÅ§×èÆ Ê ÄoÈÓÆ Ô ÆB× Á Å Ã ÈÓÆTÈZÄoÅoÆB× Â Å Á È]Ð ÃXÂ�Á Å Ô ÆØÌ�ÐÇà�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈÔ éíÄoÅoÆ ÒkÁ ÄoÈ Þ Æ Ö ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆT×èÆTÅ ÃÛÂ ÈÓÈ ÕKÔ Ä Ò(ÃXÂ�Þ Ì�Æ Ô Æ G3
m Í ' Ð�ÉoÉµÆTÌ Á Å Ê ÌÎé Õ Å Á Å ÒkÕ0Ô Ä Ã à ÕTÁ*Ü

È)(T×ØÆJ2�Í � 

����� I R����TN 	 U!S � @<�"���E� V ���L������D!.�`0*=�k:0� G3

m :0�k:0� �<D�f ω ��� C ⊆ V ���L�k*�@	��D A��C[5�&@<�Y�&���
:B�C�B^��Bf=@<��f��!D=�"a��E������� �Z��DCD+f=:<�E*��!�rA�#�����, � � V ��� C �L����@<�E� b `<���!D+`<�E�=#9`	�&f :?> ���n��@	���=dl�&@<D��=[
`�#�@<DC�

µ̂ prq!q (C) >
10−97

ω
·

(log log ω′)21

(log ω′)30

@�
 ω′ = max{16, ω} ,

2�2



� ��� ���	�
����
����
���

À�ÁHÂvÃ
c5 := 84

Á ÅÇÉ ÁLÊ Æ�



































N1 := 5.1012c7
5

(log ω′)7

(log log ω′)4

T :=

[

13c8
5N1

(log ω′)8

(log log ω′)7

]

L :=
[

3T min{ωT, (deg(C)T )1/2}
]

� Á*ÃXÁ Å Ê}Â�ÒkÂxß ÄoÆ L + 1 ≥ 3Tω(T ; C) Í À�ÁHÂvÃaÔ Æ2ÉoÌ�Ä Ê N2 ≥ e
Ã ÆTÌ ß ÄoÆ 


N2

log N2
=

T log N1

8N1(c5 log ω′)2
.

� 
 ��P � U!S �c�n` #���� ���;f �0`�#��]�&f����=����e	`<� �&�C�Jo
� , log(L + 1) ≤ c5 log ω′ �

� , N1/2 > N2 ≥ 1011 log(L + 1) �
� , log N1 ≥ 6, 9 log log ω′ ��� log N2 ≥ 5, 9 log log ω′ �

� , 0, 4 N2
log N2

(

N1N2
4

)3
deg(C) > L2 ,

�Jf���@<�E�=�!D+`��!�"@<�;,��
� Í�F Á ×Ø×èÆ L ≥ 13c8

5 ≥ 1016 Ñ Á Å�Ð log(L + 1) ≤ 1, 001 log L
Â Ì Ê Ä�� Ã Ð Â Å ÊÓÂ\Ô Æ

ÈÓÆT×BÐ�È ß ÄoÆTÈ ß ÄoÆ
log L ≤ log(3ω′T 2)

≤ log ω′ + 2
(

log(5.1012 · 13c15
5 ) + 15 log log ω′

)

+ log 3

≤ log ω′ +
log ω′

log 16

(

2 log(5.1012 · 13c15
5 ) + 30 log log 16 + log 3

)

≤ 83, 4 log ω′.

2�Í � Á Å Ã È Á Å Ê\Ô éjÐ ÞµÁ È Ô ÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ N1/2 > N2 Íµã8Ð�È Ò È ÁHÂ�ÊXÊ Ð�Å Ò Æ Ê�Ã È Â�Ò(Ã Æ Ô Æ�Ì�Ð Ë.Á Å Ò(ÃXÂ�Á Å
x 7→ x/ log x

Ê ÄoÈ [e,+∞[ Ñ Â Ì	Å Á Ä Ê!Ê Ä�� ÃaÔ Æ ÝLÕ È Â�Ù ÆTÈrÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ
T log N1

8N1

(

c5(log ω′)
)2 =

N2

log N2
<

N1/2

log(N1/2)
,

Ê�ÁHÂvÃ
T

N1
(log N1)

2 ≤ 4c2
5N1(log ω′)2.

2��



� Á*ÃXÁ Å Ê ×BÐ Â Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã�ß ÄoÆ2ÌÎé Á Å�Ð�Ì�Æ Ê}Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕKÊaÊ Ä ÂvÝ Ð�Å Ã Æ Ê 

T

N1
≤ 13c8

5

(log ω′)8

(log log ω′)7
Æ Ã log N1 ≤

(

log(5.1012c7
5) + 7

)

log log ω′.

F Á ×ØÉ Ã Æ Ã ÆTÅ�Ä Ô Ä Ë Ð ÂvÃ�ß ÄoÆ�ÌÎé Á Å Ð
N1 = 5.1012 (c5 log ω′)7

(log log ω′)4
,

Â Ì Ê Ä�� Ã!Ô&Á Å Ò2Ô Æ ÝLÕ È Â�Ù ÆTÈ ß ÄoÆ 13c8
5 ·
(

log(5.1012c7
5) + 7

)2
≤ 5.1012c9

5 Í
� Á Å Ã È Á Å Ê ×BÐ Â Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã Ì�Ð Ê Æ ÒkÁ Å Ô Æ Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ Ñ ÒkÁ ×è×èÆ T ≥ 2 Å Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê 


N2

log N2
≥

2

3
·

(T + 1) log N1

8N1(log(L + 1))2
.

ã8Ð�È Ô&ÕTÙ Å ÂvÃXÂ�Á Å Ô Æ T Æ ÃaÒkÁ ×è×èÆ log(L + 1) ≤ c5 log ω′ Á Å�Ð 

2

3
·
(T + 1)

8N1
·

log N1

(log(L + 1))2
≥

2

3
·
13c8

5(log ω′)8

8(log log ω′)7
·

log log ω′

(c5 log ω′)2

> c6
5

(log ω′)6

(log log ω′)6
.

� Ì ÝyÂ ÆTÅ Ã
N2 ≥

N2

log N2
≥ c6

5

(log ω′)6

(log log ω′)6
. áÎäLç

ì6Å�Ä ÃXÂ Ì Â�Ê Ð�Å Ã Ì�Æ Ë Ð ÂvÃ �yÍ�� Ð Ý Æ Ò (a, b) = (5, 6) Æ Ã ��Å Á Ä Ý ÆFÐ�Ä Ì�Ð�×BÐ �JÁ È]Ð ÃXÂ�Á Å log(L +

1) ≤ c5 log ω′ Á Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã 


N2 ≥ c5
5

(

5e

6

)6

· (c5 log ω′) ≥ 1011 log(L + 1).

�yÍ �aÅ Ý ÆTÄ Ã × Á Å Ã ÈÓÆTÈ}Ì�Æ Ê × Â Å Á È]Ð ÃXÂ�Á Å Ê

log N1 ≥ 6, 9 log log ω′ Æ Ã log N2 ≥ 5, 9 log log ω′.

�aÅhÄ ÃXÂ Ì Â�Ê Æ2É Á ÄoÈ Ò ÆTÌ�Ð Ô ÆTÄY� Ë.ÁHÂ�Ê Ì�Æ Ë Ð ÂvÃ �yÍ��oÍ
� Ð Ý Æ Ò (a, b) = (10−1, 4) Ñ Á Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã 


N1 ≥ 5.1012c7
5

(

10−1e

4

)4

(log ω′)6,9 ≥ (log ω′)6,9 ;

� Ð Ý Æ Ò (a, b) = (10−1, 6)
Ô Ð�Å Ê ÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ áÎäLç�


N2 ≥ c6
5

(

10−1e

6

)6

· (log ω′)5,9 ≥ (log ω′)5,9.

2��



�oÍ�F Á ×Ø×èÆ L2 ≤ 9T 3 deg(C) Ñ Â Ì�Å Á Ä Ê!Ê Ä�� Ã!Â�ÒkÂ�Ô Æ2× Á Å Ã ÈÓÆTÈk

0, 4

9 · 43

N3
1 N4

2

T 3 log N2
> 1.

�aÅ Ð 

0, 4

9 · 43

N3
1 N4

2

T 3 log N2
=

0, 4

9 · 82
·
T (log N2)

3

N1
·

(

N1N2

T log N2

)4

=
0, 4

9 · 82
·
T (log N2)

3

N1
·

(

log N1

8(c5 log ω′)2

)4

≥
0, 4

9 · 86
·
49

50

T + 1

N1
·
(log N1)

4(log N2)
3

(c5 log ω′)8

ÉoÄ Â�ÊÓß ÄoÆ T ≥ 49 Í,ì6ÅÇÄ ÃXÂ Ì Â�Ê Ð�Å Ã Ì�Æ2É ÁHÂ Å Ã � Â Ì ÝyÂ ÆTÅ Ã 

0, 4

9 · 43

N3
1 N4

2

T 3 log N2
>

0, 4

9 · 86
·
13c8

5(log ω′)8

(log log ω′)7
·
6, 94 · 5, 93 · (log log ω′)7

(c5 log ω′)8
> 1

�

� ��� ������� �
	���� �
����	���	 ��	 �
� � � ��� ���
������� � ��	����

F Á ×è×ØÆ L + 1 ≥ 3Tω(T ; C) Ñ�Ì�Æ ÒkÁ È Á Ì�Ì�Ð Â ÈÓÆ �oÍ32�Å Á Ä Ê�Ô&Á ÅoÅoÆ�ÄoÅ�É Á Ì��yÅ��H×ØÆ F ∈ Q[x]

Å Á ÅhÅ�ÄoÌ Ô Æ Ô ÆTÖHÈ Õ ≤ L Å�ÄoÌ Ê ÄoÈ C(10−3T
L ) Ð Ý Æ Ò ×�ÄoÌ ÃXÂ ÉoÌ Â�ÒkÂvÃXÕ Ð�Äh× ÁHÂ Å Ê T

Ã ÆTÌ ß ÄoÆ
h(F ) ≤ 2, 51 log(L + 1).

ã Á ÄoÈ j = 1, 2 É ÁLÊ�Á Å Ê Pj := {p ∈ [Nj/2, Nj ] ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ } Æ Ã Å Á*ÃXÁ Å Ê T1 ÌÎé Á È Ô ÈÓÆè× Â Å Â ×BÐ�ÌÔ éjÐ�ÅoÅ�ÄoÌ�Ð ÃXÂ�Á Å Ô Æ F
Ê ÄoÈ

ξp · C(
10−3T

L
) ,

Á��
p É�Ð�È ÒkÁ ÄoÈ Ã P1 Æ Ã ξp ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ ker[p] Í,ã ÁLÊ�Á Å Ê ×BÐ Â Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã

θ := min

{

T1 log N1

10N1L
,
10−3T

L

}

.

� Á Ä Ê Ð�Ì�Ì Á Å Ê × Á Å Ã ÈÓÆTÈ�Ì�Æ Ã à ÕTÁ È)(T×èÆj2�Í � É�Ð�È�ÌÎéjÐ Þ,Ê ÄoÈ Ô ÆHÑ�Ð�Ä ÊXÊ�Â Å Á Ä Ê2Ê ÄoÉoÉ ÁLÊ ÆTÈ Á Å Ê�Ô Ð�Å Ê Ì�ÐÊ Ä ÂvÃ Æ2Ì�Æ2× Â Å Â ×�Äo× Æ ÊÓÊ ÆTÅ ÃXÂ ÆTÌ Ô Æ C ÉµÆ ÃXÂvÃ Ñ�ÉoÌ�Ä Ê ÉoÈ ÕKÒkÂ�ÊÓÕ ×èÆTÅ Ã 


µ̂ $&%]% (C) < θ. á � åLç
ì6ÅhÉ�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈ C(θ) Æ ÊJÃ ê�Ð�È Â�ÊÓë�ÂvÜQÔ ÆTÅ Ê Æ Ô Ð�Å Ê C ÑoÆ Ã `i.�@	DC�!�"@<DC� F Æ Ê�Ã Å�ÄoÌ Ê ÄoÈ C Í

2�/



� R8I � I	� �sP4��ILK � U
	�� @	��� #�> � � b @	� ���C����� ����� ���YD #�� �����E������� �C�=����� �!�"��#i:0� C [ b @<��D �&@	�Y�
(p, q) :0`<�E� P1 × P2 �����&@<�Y� (ξp, ξq) ∈ ker[p] × ker[q] [J#9� b @	# �	� �<� � F ���=�����Y# ����D
ξpξq · C , �X� b #��Y�X@<�n` o

T1 > 0, 8
T log p

p log(L + 1)
. á � � ç

�Jf���@<�E�=�!D+`��!�"@<�;, � À�ÁHÂ ÆTÅ Ã (p, q) ∈ P1 × P2
ß ÄoÆTÌ ÒkÁ Å ß ÄoÆ Ê Í ' ÆT×
Ð�È ß Ä Á Å Ê2ÃXÁ Ä Ã�Ô éjÐ ÞµÁ È Ôß ÄoÆHÑ�É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã (ξp, ξq) ∈ ker[p] × ker[q] ÑoÅ Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê 


µ̂ $&%]% (ξpξq · C) = µ̂ $r%]% (ξp · C) = µ̂ $&%]% (C) < θ ;

Â Ì Ê Ä�� Ã4Ô&Á Å ÒaÔ Æ Ã È]Ð Ý Ð Â Ì�Ì�ÆTÈrÐ Ý Æ Ò Ì�Æ Ê É ÁHÂ Å Ã]Ê4Ô Æaà�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ ≤ θ Í � Á*ÃXÁ Å Ê�Ô ÆaÉoÌ�Ä Ê�ß ÄoÆ Ô éjÐ�ÉoÈ)( Ê
Ì�Æ Ë Ð ÂvÃ �yÍ � Ü 2�Å Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê 


N2/2 ≤ q ≤ N2 < N1/2 ≤ p ≤ N1.

• � Á Å Ã È Á Å Ê�Ô Ð�Å Ê ÄoÅ ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ Ã ÆT×èÉ Ê ÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ á � � çµðAÅ Á Ä Ê É Á Ä ÝLÁ Å ÊaÞoÂ ÆTÅ Ê	� È Ê ÄoÉ Ü
É ÁLÊ ÆTÈ4É Á ÄoÈ Ò ÆTÌ�Ð T1 ≤ T Í � Á*ÃXÁ Å Ê T1,p ÌÎé Á È Ô ÈÓÆ\× Â Å Â ×BÐ�Ì Ô éjÐ�ÅoÅ�ÄoÌ�Ð ÃXÂ�Á Å Ô Æ F

Ê ÄoÈ ξp · C(θ) ÑÁ��
ξp É�Ð�È ÒkÁ ÄoÈ Ã ker[p] Í 
 Ð�ÉoÈ Á É ÁLÊ�ÂvÃXÂ�Á Å �oÍ���Å Á Ä Ê!Ô&Á ÅoÅoÆ�


T1,p

(

1 + log(L + 1)
)

> T
log p

p
− h(F ) − 3 log(L + 1) − Lθ.

F Á ×è×èÆ Lθ ≤ T1 log N1

10N1
≤ T log p

10p Æ Ã h(F ) ≤ 2, 51 log(L + 1)
Á ÅÇÆTÅ Ô&ÕKÔ Ä ÂvÃ

T1,p

(

1 + log(L + 1)
)

> 0, 9T
log p

p
− 5, 51 log(L + 1).

F Á ×è×èÆ 0, 11 log(L + 1) ≥ 1 ÑoÆTÅ Ô&ÂvÝyÂ�Ê Ð�Å Ã É�Ð�È 1, 11
Â Ì ÝyÂ ÆTÅ Ã 


T1,p log(L + 1) > 0, 81T
log p

p
− 5 log(L + 1). á � 2Hç

Ï�éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�Æ Ë Ð ÂvÃ �yÍ � á�É ÁHÂ Å Ã]Ê � Æ Ã 2Hç�Ñ Á Å�Ð c5 log ω′ ≥ log(L + 1) Æ Ã N2 ≥ 1011 Ñ Ô é Á��
T log p

p
≥

T log N1

N1
=

8N2

log N2
(c5 log ω′)2 ≥ 500 log(L + 1) ,

Ò Æ ß Ä Â × Á Å Ã ÈÓÆØá � � ç�Í
•
� Á*ÃXÁ Å Ê T2,pq ÌÎé Á È Ô ÈÓÆ × Â Å Â ×BÐ�Ì Ô éjÐ�ÅoÅ�ÄoÌ�Ð ÃXÂ�Á Å Ô Æ F

Ê ÄoÈ ξpξq · C(θ) Ñ Á�� (ξp, ξq)

É�Ð�È ÒkÁ ÄoÈ Ã ker[p] × ker[q] Í,ã"Ð�È Ô&ÕKÒ È ÁHÂ�ÊXÊ Ð�Å Ò Æ Ô Æ�Ì�Ð Ë.Á Å Ò(ÃXÂ�Á Å x 7→ log(x)/x Ñ Â Ì ÝyÂ ÆTÅ Ã

Lθ ≤
T1 log N1

10N1
≤

T1 log q

10q

2*�



ì6ÅhÈ]Ð Â�Ê�Á ÅoÅ�Ð�Å Ã�ÒkÁ ×è×ØÆ\ÉoÈ ÕKÒkÕKÔ ÆT×è×èÆTÅ Ã Ñ Á Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã ÄoÅoÆ Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕZÊÓÂ × Â Ì�Ð Â ÈÓÆJ�Çá � 2Hç�

T2,pq log(L + 1) > 0, 8

T1,p log q

q
− 5 log(L + 1)

> 0, 82 T log p log q

pq log(L + 1)
− 5 log(L + 1).

� Ì�Å Á Ä Ê!Ê Ä�� Ã!Â�ÒkÂxÔ Æ2× Á Å Ã ÈÓÆTÈ ß ÄoÆ2Ì�Æ2×èÆT× Þ ÈÓÆ Ô Æ Ô È ÁHÂvÃ Æ Ô Æ Ò Æ ÃÓÃ Æ Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ Æ ÊJÃ > 0 É Á ÄoÈÃXÁ Ä Ã (p, q) ∈ P1 × P2 ÑµÐ�Ä Ã ÈÓÆT×èÆTÅ ÃaÔ&ÂvÃaß ÄoÆ_

T log N1 log N2 ≥ 8N1N2(log(L + 1))2,

Ò Æ ß Ä Â Æ ÊJÃ!ÞoÂ ÆTÅhÌ�Æ Ò Ð Ê Ñ,É�Ð�È Ô&ÕTÙ Å ÂvÃXÂ�Á Å Ô Æ N2 Æ Ã ÉoÄ Â�ÊÓß ÄoÆ log(L + 1) ≤ c5 log ω′ Í �

� ��� � � � � ��� ��������� �

� Á Ä Ê ÅoÆ Ã È]Ð Ý Ð Â Ì�Ì�ÆTÈ Á Å Ê�Ô Ð�Å Ê Ì�Ð Ê Ä ÂvÃ Æ ß Ä	éjÐ Ý Æ Ò�Ô Æ Ê ÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ê Ð�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ Ê�ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã
Ð�Ä × ÁHÂ Å Ê ÄoÅ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ2Ô Æ C É�Ð�È}ÄoÅ
É ÁHÂ Å Ã!Ô Æ ÃXÁ È ÊÓÂ�Á Å	Ñ�Ð�Ä ÊXÊÓÂ�Â Ì�Å Á Ä Ê}Ê ÆTÈ]Ð�Ä ÃXÂ Ì�Æ Ô éíÄ ÃXÂ Ì Â�Ê ÆTÈ
Ì�Ð�Å Á*ÃXÂ�Á Å Ô Æ �!D+`0*=� Â Å Ã È ÁyÔ Ä ÂvÃ Æ Ô Ð�Å Ê�â t Ï�å���æ 


Ï\Ð�Å Ê Ì�Ð Ê Ä ÂvÃ ÆHÑ Ô Ð�Å Ê4ÃXÁ Ä Ã Æ2ÄoÅ Â�Á Å	Ñ ξp Ñ ξp0
Æ Ã ξq É�Ð�È ÒkÁ ÄoÈÓÈ Á Å Ã ÈÓÆ Ê ÉµÆ Ò(ÃXÂvÝ ÆT×èÆTÅ Ã ker[p] Ñ

ker[p0] Æ Ã ker[q] ÈÓÆ Ê ÉµÆ Ò(ÃXÂvÝ ÆT×èÆTÅ Ã Í
� � � K �sP4��I;K � U
��� @<�"���E� Z1 ��� Z2 :0���0^_��@	���=d����E����� A�#����k`�# �Bf8ACD=�"a��E���k:0� Gn

m [c@<� ` b0b ��#�#��Ã È]Ð Ò Æ :0� Z1 D���#9`	�!��e	�������E� 
 Z2 [g�;@	�&f=� tr(Z1, Z2) [Z#9` D+f������"@	� :0����*=@<� b @<��`	�E�&���J����@�#�f=�C�
:B� Z1 *�@<� �&���;`<� � `<� � @<����� �Y�;��*�@	� b @<��`<� �&�X����@	#9f���:0� Z2 ,

� Á*ÃXÁ Å Ê X ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ�Ð�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ Ô Æ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 1
Ô&ÕTÙ Å Â É�Ð�È�Å Á*Ã ÈÓÆ Ë.Á Å Ò(ÃXÂ�Á ÅÇÐ�ÄY� ÂvÜ

Ì Â Ð Â ÈÓÆ F Æ Ã

Y := tr






X,

⋃

p∈P1
q∈P2

⋃

ξp,ξq

ξpξq · C







ì6Å Ê Ä ÂvÃ ÆHÑ,É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã p ∈ P1 É ÁLÊ�Á Å Ê 

Xp :=

⋂

ξp

ξ−1
p · X

Æ Ã

Yp := tr



Xp,
⋃

q∈P2

⋃

ξp,ξq

ξpξq · C



 .

2 �



ì6Å Ù Å	Ñ,É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã q ∈ P2 É ÁLÊ�Á Å Ê 

Xp,q :=

⋂

ξp,ξq

ξ−1
p ξ−1

q · X =
⋂

ξq

ξ−1
q · Xp

Æ Ã

Yp,q := tr



Xp,q,
⋃

ξp,ξq

ξpξq · C



 .

Á�� È]Ð�ÉoÉµÆTÌ Á Å ÊJÜ Ì�Æ ξp Æ Ã ξq É�Ð�È ÒkÁ ÄoÈÓÆTÅ Ã ker[p] Æ Ã ker[q] ÈÓÆ Ê ÉµÆ Ò(ÃXÂvÝ ÆT×èÆTÅ Ã Í � Á*ÃXÁ Å Ê Ì�Æ Ê�Â Å Ò Ì�Ä ÜÊÓÂ�Á Å Ê!Ê Ä ÂvÝ Ð�Å Ã Æ Ê Ñ�É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã (p, q) ∈ P1 × P2 

C ⊆ Xp,q ⊆ Xp ⊆ X Æ Ã C ⊆ Yp,q ⊆ Yp ⊆ Y. á � �Lç

ì6Å Æ��µÆ Ã Ñ ÒkÁ ×è×èÆ F
Ê éjÐ�ÅoÅ�ÄoÌ�Æ Ê ÄoÈ ÃXÁ Ä Ê Ì�Æ Ê ξpξq · C Ñ	Ì�ÐÇÉoÈÓÆT× Â (TÈÓÆ ÊÓÕ È Â Æ Ô é Â Å Ò Ì�Ä ÊÓÂ�Á Å Ê Æ ÊJÃÂ ×Ø× ÕKÔ&Â Ð Ã ÆHÍ 
 Ð Ê Æ ÒkÁ Å Ô Æ Ô&ÕKÒkÁ ÄoÌ�Æ Ô ÄÇÌ�ÆT×Ø×èÆ Ê Ä ÂvÝ Ð�Å Ã 


	 N�� �nN �hU�� � @<�"���E� Z1, Z
′
1, Z2 ��� Z ′

2 :0������@<���=d����E����� A�#9�C�X`	#��Bf8A=DC�"a��E���X:0� Gn
m

� , �c�n`
Z1 ⊆ Z ′

1 =⇒ tr(Z1, Z2) ⊆ tr(Z ′
1, Z2) ;

� ,k��� #9���k*=@<� b @<��`<�E�&��� ����@	#�f=���k:B� Z2 ��� Z ′
2 ��@<� �Z:0�X��������:	���������=�"@<�no

Z2 ⊆ Z ′
2 =⇒ tr(Z1, Z2) ⊆ tr(Z1, Z

′
2) ;

� ,k��� Σ ���=� �Y� ��@<���=d����E����� A�#9� ���E�g:0� Gn
m [g`	#9@<DC� Σ · tr(Z1, Z2) = tr(Σ · Z1,Σ · Z2) ,

t!Â Å ÊÓÂ Ñ ÒkÁ ×è×èÆ codim(C) = 2 Ñ Ô ÆTÄY� Ô Æ ÊaÃ È ÁHÂ�Ê ÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ê Ð�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ Ê Y Ñ Yp Æ Ã Yp,qÁ Å Ã ×��T×èÆ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å Ò Æ ß Ä Â Å Á Ä Ê ÉµÆTÈÓ×ØÆ ÃÓÃ È]Ð Ô Æ ÒkÁ ×ØÉ�Ð�ÈÓÆTÈBÌ�ÆTÄoÈ ÊÇÔ ÆTÖHÈ ÕKÊBÁ Ä Ì�ÆTÄoÈ Ê
à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ê Å Á ÈÓ×BÐ�Ì Â�ÊÓÕ Æ Ê Í � Á*ÃXÁ Å Ê6ß ÄoÆ!Ì�Æ}É ÁHÂ Å Ã � Ô Ä�Ì�ÆT×è×ØÆ �yÍ��2Å Á Ä ÊuÔ&ÂvÃ ÆTÅèÉ�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈ ß ÄoÆ
Ì�Æ Ê ÖHÈ Á ÄoÉµÆ Ê ker[p] Æ Ã ker[pq]

Ê�Ã Ð ÞoÂ Ì Â�Ê ÆTÅ Ã ÈÓÆ Ê ÉµÆ Ò(ÃXÂvÝ ÆT×èÆTÅ Ã Yp Æ Ã Yp,q Í

�hU
� U!S H 
 �_I�� Q K
Yp

N���P
	?N O�I 	 � �TN�K � ��ILK
2

F Á ×è×ØÆ ÃXÁ Ä Ê Ì�Æ Ê Yp
Ê�Á Å Ã ÉoÈ Á ÉoÈÓÆ Ê Æ Ã�ÒkÁ Å ÃXÂ ÆTÅoÅoÆTÅ Ã ÄoÅ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ\Ô Æ C Ñ Â Ì ÊuÊÓÁ Å ÃuÃXÁ Ä ÊtÔ ÆÒkÁyÔ&Â ×ØÆTÅ Ê�Â�Á Å 1

Á Ä 2 Í � Á*ÃXÁ Å Ê P̃1 ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ô Æ Ê ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ Ê�Ô Æ P1 É Á ÄoÈ�Ì�Æ ÊÓß ÄoÆTÌ Ê ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ
Ð�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ Yp Æ Ê�Ã�Ô Æ ÒkÁyÔ&Â ×ØÆTÅ Ê�Â�Á Å 1 Æ Ã4Ê ÄoÉoÉ ÁLÊÓÁ Å Ê�Â�ÒkÂµß ÄoÆ |P̃1| < 0, 999 · |P1| Í À�ÁHÂvÃ p0 ∈

P1
Ã ÆTÌ ß ÄoÆ codim(Yp0) = 2 Æ ÃuÒkÁ Å Ê�Â�Ô&Õ È Á Å Ê ÄoÅ�ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ q ∈ P2 ÍBF Á ×è×èÆ C ⊆ Yp0,q ⊆ Yp0Á Å Ð�ÆTÅÇÉ�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈ codim(Yp0) = codim(Yp0,q) = codim(C) = 2 Í
Ï�éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�Æ É ÁHÂ Å Ã � Ô Ä±Ì�ÆT×Ø×èÆ �yÍ��oÑ8ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ�Ð�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ Yp0,q Æ Ê�Ã�Â Å Ý Ð�È Â Ð�Å Ã É�Ð�ÈÃ È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÂ�Á Å�É�Ð�ÈrÄoÅhÉ ÁHÂ Å ÃaÔ Æ p0q

ÜÎÃXÁ È Ê�Â�Á Å	ÑAÐ Â Å ÊÓÂ 

⋃

ξq,ξp0

ξqξp0
· C ⊆ Yp0,q ⊆ Yp0 .

2	�



F�Æ ÒkÂ�ÕkÃ Ð�Å ÃrÝ È]Ð Â É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã q
Ô Ð�Å Ê P2

Á Å�ÆTÅ Ô&ÕKÔ Ä ÂvÃ 

⋃

q∈P2

[p0q]
−1[p0q]C =

⋃

q∈P2

⋃

ξq ,ξp0

ξqξp0
· C ⊆ Yp0 . á � ��ç


 Æ Ê ÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ê Ð�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ Ê�ÒkÁ Å ÊÓÂ�Ô&Õ È ÕKÊ2Ô Ð�Å Ê�Ò Æ ÃÓÃ Æ Â Å Ò Ì�Ä ÊÓÂ�Á Å ÊÓÁ Å Ã2Ô Æ�×��T×èÆ Ô&Â ×èÆTÅ ÜÊÓÂ�Á Å	ÑµÐ Â Å ÊÓÂ Å Á Ä Ê Ð�Ì�Ì Á Å Ê É Á Ä ÝLÁHÂ È ÒkÁ ×ØÉ�Ð�ÈÓÆTÈ}Ì�ÆTÄoÈ Ê!Ô ÆTÖHÈ ÕKÊ Í
Ú Ã Ä Ô&Â�Á Å Ê Ì�Æ ×èÆT× Þ ÈÓÆ Ô Æ ÖdÐ�Ä Ò àoÆ Ô Æ á � ��ç�Í � Á*ÃXÁ Å Ê�ß ÄoÆ P1 ⊆ [N1/2, N1] Æ Ã P2 ⊆

[N2/2, N2] Ñ Ô ÆrÉoÌ�Ä Ê Ì�Æ Ë Ð ÂvÃ �yÍ � Ü 2aÅ Á Ä Ê6Ô&ÂvÃtß ÄoÆ N1/2 > N2 ÑHÆTÅ�É�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈ p0 Æ Ê�Ã ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ
� ÃXÁ Ä Ã Å Á × Þ ÈÓÆèÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ Ô Æ [N2/2, N2] Í5F Á ×è×èÆ N2 ≥ 1011 log(L + 1) á Ë Ð ÂvÃ �yÍ � Ü 2Hç�Æ Ã
deg(C) ≤ deg(Yp0) ≤ L2 Ñ Á Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã

N2 ≥ 3 · 103 log deg(C).

ã Á ÄoÈ!Ð�ÉoÉoÌ Â�ß ÄoÆTÈrÌ�Æ�Ì�ÆT×Ø×èÆ �oÍ3/�Ñ Â Ì Ë Ð�Ä Ã!Ê Æ�È]Ð�×èÆTÅoÆTÈ!Ð�Ä Ò Ð Ê}Á�� p0 Æ ÊJÃ ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈi� |GC/G0
C| ÍÏ�éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�Ð�ÉoÈ Á É ÁLÊÓÂvÃXÂ�Á Å �yÍ32�ÑqÌ�ÆBÅ Á × Þ ÈÓÆ Ô Æ Ô&ÂvÝyÂ�Ê ÆTÄoÈ Ê ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ Ê�Ô Æ [N1/2, N1]

Ô&ÂvÝyÂ�Ê Ð�Å Ã
|GC/G0

C| Æ Ê�Ã ×
Ð �JÁ È Õ É�Ð�È
log |GC/G0

C|

log(N1/2)
≤

2 log deg(C)

log(N1/2)
≤

4 log L

log(N1/2)
.

��È}Ì�Æ Ë Ð ÂvÃ �yÍ � Ü 2�Å Á Ä Ê!Ô&ÂvÃaß ÄoÆ N1 ≥ 1011 log(L + 1) Ñ Ô&Á Å Ò

4 log L

log(N1/2)
≤

4 · 10−11N1

log(N1/2)
≤ 10−3 0, 41N1

log N1
.

ã8Ð�È"àB�yÉ Á*Ã à�( Ê Æ Á ÅèÐ |P1\P̃1| > 10−3 ·|P1| ÑLÐ�Ä Ã ÈÓÆT×èÆTÅ Ã6Ô&ÂvÃ Ì�Æ}Å Á × Þ ÈÓÆ Ô Æ Yp
Ô Æ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÜÊÓÂ�Á Å 2 Å	éíÆ ÊJÃ É�Ð Ê6Ã È Á ÉØÉµÆ ÃXÂvÃ ð Ô Æ!ÉoÌ�Ä ÊuÔ éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�Æ!Ì�ÆT×è×ØÆ �yÍ � Ñ Á Å
Ð |P1| ≥ 0, 41N1/ log N1 Ñ

ÉoÄ Â�ÊXß ÄoÆ N1 ≥ 41 Í ��ÅÇÉµÆTÄ ÃaÔ&Á Å Ò2Ê ÄoÉoÉ ÁLÊ ÆTÈ p0 ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ6� |GC/G0
C| ÍF Á ×è×ØÆ C Å	éíÆ ÊJÃ É�Ð Ê Ì�Æ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ2Ô éíÄoÅ ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÃXÁ ÈÓÆHÑ,Ì�Æ\É ÁHÂ Å Ã � Ô ÄÇÌ�ÆT×è×èÆ �oÍ3/�Ð�ÉoÉoÌ Â�ß Ä Õ

� l0 = p0 Å Á Ä ÊrÔ&Á ÅoÅoÆ�Ð�Ì Á È Ê 


0, 4
N2

log N2

(

N1N2

4

)3

deg(C) ≤ deg(Yp0).

ã8Ð�È�Ð Â Ì�Ì�ÆTÄoÈ Ê Ñ ÒkÁ ×è×èÆ Yp0 Æ ÊJÃ�Â Å ÒkÁ ×èÉoÌ9( Ã ÆT×ØÆTÅ Ã�Ô&ÕTÙ Å Â É�Ð�È Ô Æ Ê É Á Ì��yÅ��H×èÆ Ê�Ô Æ Ô ÆTÖHÈ Õ Ð�Ä
ÉoÌ�Ä Ê L á�ÉoÌ�Ä Ê ÉoÈ ÕKÒkÂ�Ê�Õ ×ØÆTÅ Ã É�Ð�È�Ì�Æ Ê É Á Ì��yÅ��H×èÆ Ê�Ô Æ
Ì�Ð Ë.Á ÈÓ×èÆ F (ξp0

· x) Ñ Á�� ξp0
Æ ÊJÃ ÄoÅ

É ÁHÂ Å Ã\Ô Æ p0
ÜÎÃXÁ È ÊÓÂ�Á Åµç�ÑAÌ�ÐèÉoÈ Á É ÁLÊ�ÂvÃXÂ�Á Å �yÍ�� Ô Æ â ã6à Â ����æ}áÎÐ Ý Æ Ò p = 1 Ñ D1 = L Æ Ã I0 = (0) ç

Å Á Ä Ê!Ô&Á ÅoÅoÆ�

deg(Yp0) ≤ Lcodim Yp0 = L2.

Ï�é Á�� ÄoÅoÆ ÒkÁ Å Ã È]Ð Ô&Â�Ò(ÃXÂ�Á Å	Ñ Ô éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�Æ2É ÁHÂ Å Ã � Ô Ä Ë Ð ÂvÃ �yÍ � Í

2*ä



�hU
� U
	 H 
 �_I�� �]N��
Yp

��ILK;P 	?N O�I 	 � �nN�K � ��ILK
1

� Á*ÃXÁ Å Ê P̃1 ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ô Æ Ê ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ Ê p
Ô Æ P1 É Á ÄoÈ2Ì�Æ ÊXß ÄoÆTÌ Ê ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�ÆØÐ�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ

Yp
ÊÓÁHÂvÃ}Ô Æ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 1 Í À ÄoÉoÉ ÁLÊ�Á Å Ê4Â�ÒkÂAß ÄoÆ Ò Æ Ã ÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ ÝLÕ È Â�Ù Æ |P̃1| ≥ 0, 999× |P1| ÍÀ�Â

p ∈ P̃1 Ñ�Ð�Ì Á È Ê Ñ	É�Ð�È Ô&ÕTÙ Å ÂvÃXÂ�Á Å Ô Æ�Ì�Ð Ã È]Ð Ò ÆHÑ Â Ì"Æ�� Â�Ê�Ã ÆèÄoÅoÆ ÒkÁ ×èÉ ÁLÊ Ð�Å Ã Æ�á�Ö ÕTÁ × ÕkÃ È ÂvÜß ÄoÆT×ØÆTÅ Ã6Â ÈÓÈ ÕKÔ Ä Ò(ÃXÂ�Þ Ì�Æ`ç Zp
Ô Æ Xp

Ô Æ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 1 á Zp Æ ÊJÃ�Ô&Á Å Ò Ð�Ä ÊÓÊÓÂ ÄoÅoÆ ÒkÁ ×èÉ ÁLÊ Ð�Å Ã ÆÔ Æ X ç ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã ÄoÅ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ ξpξq · C
Ô Æ C Í

F Á ×è×ØÆTÅ � Á Å Ê É�Ð�ÈaÄoÅoÆ�ÉµÆ ÃXÂvÃ Æ�È ÕKÔ Ä Ò(ÃXÂ�Á Å Ô Ä ÉoÈ ÁHÞ Ì9(T×ØÆHÍ À�Â Zp Æ Ê�Ã Ì�Æ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ ξ · HÔ éíÄoÅ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ H Ñ�Ð�Ì Á È Ê Ñ Ô éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�Æ2Ì�ÆT×è×èÆJ/�Í��oÑoÅ Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê 

µ̂ $&%]% (C) ≥

5 · 10−12

ω

(log log(2 deg(H)ω′))4

(log(2 deg(H)ω′))5
. á � /Hç

F Á ×è×èÆ Zp Æ Ã X
Ê�Á Å Ã2Ô Æ�×��T×èÆ Ô&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å	Ñ Á Å Ð deg(H) = deg(Zp) ≤ deg(X) ≤ L Ñ

Ð Â Å ÊÓÂ Ñ Ô éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�Æ\É ÁHÂ Å Ã � Ô Ä Ë Ð ÂvÃ �yÍ � ÑoÅ Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê log(2 deg(H)ω′) ≤ (2 + c5) log ω′ Íoì6Å
ÈÓÆTÉ Á È Ã Ð�Å Ã�Ò Æ ÒkÂxÔ Ð�Å Ê á � /Hç Á Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã Ñ�ÉoÄ Â�ÊÓß ÄoÆ c5 = 84 


µ̂ $r%]% (C) ≥
5.10−12

(2 + c5)5ω

(log log ω′)4

(log ω′)5

≥
10−21

ω

(log log ω′)21

(log ω′)30
,

Ò Æ ß Ä Â Æ ÊJÃ Ì�Ð ÒkÁ Å Ò Ì�Ä ÊÓÂ�Á Å ÈÓÆ Ò àoÆTÈ Ò à Õ ÆHÍ � Á Ä Ê\Ê ÄoÉoÉ ÁLÊ ÆTÈ Á Å Ê�Ô&Á Å Ò�Ô Ð�Å Ê Ì�Ð Ê Ä ÂvÃ Æ ß Ä	é 
 Q O0Q K
	?N��

Zp
K��9N���PjP-R4
 K � �9
�P � 	�� Q K ��I;Q ���+P I;R8N ÍAÏ�éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�Æ�É ÁHÂ Å Ã �èÌ�ÆT×è×ØÆ �yÍ��oÑAÉ Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã

p ∈ P̃1 Ñ ÒkÁ ×è×èÆ Yp Æ ÊJÃaÊJÃ Ð Þ Ì�ÆZÉ�Ð�È Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÂ�Á Å É�Ð�ÈrÄoÅhÉ ÁHÂ Å ÃaÔ Æ p
ÜÎÃXÁ È ÊÓÂ�Á Å	Ñ Á Å Ð 


⋃

p∈P̃1

⋃

ξp

ξp · Zp ⊆
⋃

p∈P̃1

Yp ⊆ X.

ã Á ÄoÈ ÒkÁ Å Ò Ì�ÄoÈÓÆHÑ"Å Á Ä Ê Ð�Ì�Ì Á Å Ê Ä ÃXÂ Ì Â�Ê ÆTÈ�Ì�ÆBÌ�ÆT×Ø×èÆ �yÍ3/ Ê Ä ÂvÝ Ð�Å ÃèÔ Ð�Å Ê Ì�Æ ß ÄoÆTÌ Á Å ÆTÅ Ò Ð Ô ÈÓÆ Ì�Ð
à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ!Å Á ÈÓ×BÐ�Ì Â�ÊÓÕ Æ Ô Æ Ò Æ Ê ÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ê Ð�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ Ê ÍhFtÆ�Ì�ÆT×è×ØÆ\Å Á Ä Ê!Ô&Á ÅoÅoÆ�


log(N1/2)

4, 01
|P̃1| < 5.1011 (log(L + 1))7

(log log(L + 1))4
.

F Á ×è×èÆ N1 ≥ 41 Ñ,Ì�Æ�Ì�ÆT×è×èÆ��yÍ � Å Á Ä Ê�Ô&ÂvÃ�ß ÄoÆ�Ì�ÆZÅ Á × Þ ÈÓÆ Ô ÆZÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ ÊaÔ Ð�Å Ê [N1/2, N1]

Æ Ê�ÃaÊ ÄoÉ Õ È Â ÆTÄoÈ�� 0, 41 N1
log N1

ÑoÆTÅhÉ�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈX

log(N1/2)

4, 01
|P̃1| ≥

log(N1/2)

4, 01
× 0, 999 · 0, 41

N1

log N1
.

F Á ×è×èÆ N1 ≥ 5 · 1012c7
5 ≥ 1026 Ñ Á Å Ð 0, 999 · 0,41 log(N1/2)

4,01 log N1
≥ 10−1 Í �aÅ Ô&ÕKÔ Ä ÂvÃ Ð�Ì Á È Ê4Ô Æ ÊÔ ÆTÄY� Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕKÊ ÉoÈ ÕKÒkÕKÔ ÆTÅ Ã Æ Ê 


N1 < 5.1012 (log(L + 1))7

(log log(L + 1))4
.

�Hå



��È4Ì�Æ2É ÁHÂ Å Ã � Ô Ä Ë Ð ÂvÃ �yÍ � Å Á Ä Ê!Ô&ÂvÃ!ß ÄoÆ log(L + 1) ≤ c5 log ω′ Ñ Ô é Á�� ÄoÅoÆ ÒkÁ Å Ã È]Ð Ô&Â�Ò(ÃXÂ�Á Å	Ñ
É�Ð�È Ô&ÕTÙ Å ÂvÃXÂ�Á Å Ô Æ N1 Í
	 N�� �nN �hU�� � @<�"���E� N,L :0���0^_���E�!�"��DC�+[G`<e	��* L ≥ 16 ��� P ⊆ [N/2, N ] �Y� ���E����� A�#9� :0�b D+�����"��D=��, � @<�"���E� F ∈ Q[x] ��� b @	# �<���<���6�;@	� ����#;:0��:0� �	D+f `<� b #3��� L ��� �&��#;a��E� h(F ) ≤

2, 51 log(L+1) , V @	��D��&@	�Y� p ∈ P @<� *�@<�E���": �CD����Y�;� ��� b ��D=�=��D].�`B*�� Zp �Bf�@<��f��!DC�"a��E�������E�
��DCD+f=:<�E*��!�rA�#���a����G� > ���=� b `<� #��J�!D+`	���C#�`	�&f�: > �Y� ��@<�Y�=dl�&@<D+��:0� G3

m , � � F ���=�\�E�Y# �=��D ξp · Zp [b @<�YDk�&@<�Y� p ∈ P ���\�&@<�Y� b @<���E� :0� p dl�&@<D=�=�"@<� ξp [g`	#9@<DC�Xo
log N/2

4, 01
|P| < 5.1011 (log(L + 1))7

(log log(L + 1))4
.

�Jf���@<�E�=�!D+`��!�"@<�;, � • ã8Ì�Ð	� Á Å Ê Å Á Ä Ê}Ô Ð�Å Ê ÄoÅ ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ Ã ÆT×ØÉ Ê�Ô Ð�Å Ê Ì�Æ Ò Ð Ê Ì�Æ\ÉoÌ�Ä Ê4Ô&ÕTË Ð ÝLÁ*Ü
È]Ð Þ Ì�Æ�
 Ò ÆTÌ�Ä Â�Á�� É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã p ∈ P

Á Å�Ð ker[p] ⊆ GZp Í,Ï\Ð�Å Ê!Ò Æ Ò Ð Ê Ñ Ê�Â X
Ô&ÕKÊ�Â ÖHÅoÆZÌ�Æ�Ì Â ÆTÄÔ Æ Ê � Õ È ÁLÊrÔ Æ F Ñ Á Å�Ð 


⋃

p∈P

[p]−1[p]Zp =
⋃

p∈P

⋃

ξp

ξp · Zp =
⋃

p∈P

Zp ⊆ X.

� Á*ÃXÁ Å Ê C1, . . . , Cs Ì�Æ Ê!Ò Ì�Ð ÊÓÊ Æ Ê!Ô é ÕKß Ä ÂvÝ Ð�Ì�ÆTÅ Ò Æ�É Á ÄoÈrÌ�Ð�ÈÓÆTÌ�Ð ÃXÂ�Á Å Ô Ð�Å Ê P 

p ∼ p′ ⇐⇒ Zp = Zp′

Æ Ã É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã j ∈ {1, . . . , s}
Ù � Á Å Ê ÄoÅÇÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ pj

Ô Æ Cj Í � Á Ä Ê Ð�Ì�Ì Á Å Ê4ÝLÁHÂ È ß ÄoÆ Ô Ð�Å Ê}Ò ÆÒ Ð Ê Ì�Æ�Å Á × Þ ÈÓÆ s
Ô Æ Ò Ì�Ð ÊXÊ Æ Ê Æ Ê�Ã ÖHÈ]Ð�Å Ô ÍAã8Ì�Ä Ê ÉoÈ ÕKÒkÂ�ÊÓÕ ×èÆTÅ Ã Ñ Â ÌxÆ�� Â�Ê�Ã Æ�ÄoÅ Õ Ì Õ ×èÆTÅ Ã j0

Ô Ð�Å Ê
{1, . . . , s}

Ã ÆTÌ ß ÄoÆ
s|Cj0 | ≥ |P|.

Ï�éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�Æ2Ì�ÆT×Ø×èÆ �yÍ32�Ñ�É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã p
Á ÅÛÐ dimGZp < dimZp = 2 ÉoÄ Â�ÊÓß ÄoÆ Zp Å	éíÆ ÊJÃ É�Ð Ê

Ì�Æ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕZÔ éíÄoÅ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆHÍµÏ�Æ�ÉoÌ�Ä Ê Ñ,Ì�Æ�É ÁHÂ Å Ã 3
Ô ÄhÌ�ÆT×Ø×èÆ �yÍ���Å Á Ä Ê!Ô&Á ÅoÅoÆ�


p3 = | ker[p]| = | ker[p] ∩ GZp | = pdim GZp [GZp : G0
Zp

]

Æ Ã4Ô&Á Å Ò p2 ÑdÆ Ã `Z.�@<D��!�"@<DC�oÌ�ÆaÉoÈ ÁyÔ Ä ÂvÃ ∏p∈Cj0
p2 Ñ Ô&ÂvÝyÂ�Ê ÆTÅ Ã [GZp : G0

Zp
] Í �aÅBÆTÅ Ô&ÕKÔ Ä ÂvÃ Ñ;e-�"`

Ì�Ð�ÉoÈ Á É ÁLÊÓÂvÃXÂ�Á Å �yÍ32 


|Cj0 | ≤
log[GZpj0

: G0
Zpj0

]

2 log(N/2)
≤

(dimZpj0
+ 1) log deg(Zpj0

)

2 log(N/2)
≤

3 log L

2 log(N/2)
.

taÂ Å ÊÓÂ
s ≥ |P|

2

3

log(N/2)

log L
.

� �



��ÅÇÆTÅ Ô&ÕKÔ Ä ÂvÃ 

ĥ(X) ≥ ĥ





s
⋃

j=1

Zpj



 =
s
∑

j=1

ĥ(Zpj )

≥ smin
p∈P

ĥ(Zp).

taÂ Å ÊÓÂ
ĥ(X) ≥ |P|

2

3

log(N/2)

log L
min
p∈P

ĥ(Zp). á � �Lç

•
À ÄoÉoÉ ÁLÊ�Á Å Ê ×BÐ Â Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã�ß Ä	é Â ÌxÆ�� Â�ÊJÃ ÆZÄoÅhÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ p

Ô Æ P Ã ÆTÌ ß ÄoÆ ker[p] * GZp ÑoÆTÅ
É�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈ

∣

∣ker[p] ∩ GZp

∣

∣ ≤ p2.

ì6ÅhÄ ÃXÂ Ì Â�Ê Ð�Å Ã Ì�Æ2Ì�ÆT×è×èÆ �yÍ�� Á ÅhÆTÅ Ô&ÕKÔ Ä ÂvÃ 

ĥ(X) ≥ ĥ

(

[p]−1[p]Zp

)

=
p3

∣

∣ker[p] ∩ GZp

∣

∣

ĥ(Zp) ≥ pĥ(Zp) ≥
N

2
ĥ(Zp) ,

Ò Æ ß Ä Â�Â ×èÉoÌ Â�ß ÄoÆ�ÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ á � �Lç�Í
•
� Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê × Á Å Ã È Õ � Ò Æ Ê�Ã Ð Ô Æ ß ÄoÆ�ÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ á � �Lç ÕkÃ Ð ÂvÃÇÃXÁ Ä �JÁ ÄoÈ Ê�Ê Ð ÃXÂ�ÊÓË Ð ÂvÃ ÆHÍ' ÆT×BÐ�È ß Ä Á Å Ê ×BÐ Â Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ãrß Ä	éjÐ�Ä Ò ÄoÅ Ô Æ Ê Zp Å	é ÕkÃ Ð�Å Ã Ì�Æ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ�Ô éíÄoÅ ÊÓÁ Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆHÑ&Ì�ÐZÉoÈ Á*Ü

É ÁLÊÓÂvÃXÂ�Á Å /�Í32�Å Á Ä Ê!Ô&Á ÅoÅoÆHÑ�É Á ÄoÈ p ∈ P Ñ,ÉoÄ Â�ÊXß ÄoÆ deg(Zp) ≤ deg(X) ≤ L 


ĥ(Zp) ≥ 3.10−12 (log log L)4

(log L)5
.

��Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã Ð�Ì Á È Ê Ñ�ÆTÅÇÄ ÃXÂ Ì Â�Ê Ð�Å Ã ÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ á � �Lç�


ĥ(X) ≥ 2.10−12 log(N/2)|P| ·
(log log L)4

(log L)6
. á � �Hç

•
' Ð�ÉoÉµÆTÌ Á Å Ê�ß ÄoÆ Ô Æ Ë Ð	� Á ÅØÖ Õ Å Õ È]Ð�Ì�ÆHÑ ÊÓÂ X Æ ÊJÃ ÄoÅØÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ�Ð�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ Ô&ÕTÙ Å Â É�Ð�ÈuÄoÅ

É Á Ì��yÅ��H×ØÆ F á Ô&Á Å Ò4ÕKß Ä Â�Ô&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á ÅoÅoÆTÌ.ç�Ñ � ÒkÁ Æ�� ÒkÂ ÆTÅ Ã]Ê6Ô Ð�Å Ê ÄoÅ ÒkÁ ÈÓÉ Ê k ÑHÐ�Ì Á È Ê8Ê Ðaà�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ
Å Á ÈÓ×
Ð�Ì Â�Ê�Õ Æ ÝLÕ È Â�Ù Æ 


ĥ(X) =
1

[k : Q]

∑

v∈Mk

[kv : Qv] log Mv(F ) ,

Á��
Mv(F ) = max{| coeff(F )|v}

ÊÓÂ
v Æ Ê�Ã ÄoÌ Ã È]Ð�× ÕkÃ È Â�ß ÄoÆ�Æ Ã Mv(F ) = M(σF )

ÊÓÂ
v|∞ Æ Ê�Ã

Ð ÊXÊÓÁyÒkÂ�Õ Ð�Ä�ÉoÌ Á ÅoÖHÆT×ØÆTÅ Ã σ Í�Ï�éjÐ�ÉoÈ)( Ê ÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ�Ô Æ 
 Ð�Å Ô Ð�Ä	ÑµÅ Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê�Ô Ð�Å ÊaÒ Æ Ô ÆTÈÓÅ Â ÆTÈÒ Ð Ê 

log Mv(F ) = log M(σF ) ≤ hv(F ) +

3

2
log
(

deg(σF )
)

�02



Á�� Ñ hṽ(F ) := max{| coeff(F )|ṽ} É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã Æ2ÉoÌ�Ð Ò Æ ṽ
Ô Æ k Í ��ÅÇÆTÅ Ô&ÕKÔ Ä ÂvÃ

ĥ(X) ≤
1

[k : Q]

∑

v∈Mk

[kv : Qv]hv(F ) +
3

2[k : Q]

∑

v|∞

[kv : Qv] log L

≤ h(F ) +
3

2
log L

≤ 4, 01 log(L + 1).

ì6ÅhÈÓÆTÉoÈÓÆTÅ�Ð�Å Ã ÌÎé Â Å Õ ÖdÐ�Ì ÂvÃXÕ á � �Hç Á Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã 

log(N/2)

4, 01
|P| < 5.1011 (log(L + 1))7

(log log(L + 1))4
.

�

� ��� ����������� � 	����

Ï\Ð�Å Ê�ÃXÁ Ä Ê Ì�Æ Ê�Ò Ð Ê Å Á Ä Ê\ÊÓÁ ×è×èÆ Ê Ð�ÈÓÈ ÂvÝLÕ �BÄoÅoÆ ÒkÁ Å Ã È]Ð Ô&Â�Ò(ÃXÂ�Á Å�ðxÌÎéíàB�yÉ Á*Ã à�( Ê Æ á � åLç!Æ ÊJÃÔ&Á Å Ò2Ë Ð�Ä ÊÓÊ ÆHÑµÐ�Ä Ã ÈÓÆT×èÆTÅ ÃaÔ&ÂvÃ 

µ̂ $&%]% (C) > θ.

ã Á ÄoÈ ÒkÁ Å Ò Ì�ÄoÈÓÆ�Ì�Ð Ô&Õ × Á Å ÊJÃ È]Ð ÃXÂ�Á Å Ô Ä Ã à ÕTÁ È)(T×èÆJ2�Í � Ñ Â ÌAÅ Á Ä Ê ÈÓÆ Ê�Ã ÆX��× Â Å Á ÈÓÆTÈ θ Íoì6Å Ä ÃXÂ Ì ÂvÜÊ Ð�Å Ã Ì�Ð Ë.Á ÈÓ×�ÄoÌ�ÆBá � � ç Ô Æ2Ì�Ð�ÉoÈ Á É ÁLÊÓÂvÃXÂ�Á Å �yÍ32 Á Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã 

θ >

0, 8T log N1

N1 log(L + 1)
·

log N1

10N1L

≥
0, 8(log N1)

2

30ω′ log(L + 1)
·

1

TN2
1

.

F Á ×è×èÆ log(L + 1) ≤ c5 log(ω′) Æ Ã log(N1) ≥ 6, 9 log log ω′ á Ë Ð ÂvÃ �yÍ � É ÁHÂ Å Ã]Ê � Æ Ã �Lç Â ÌÝyÂ ÆTÅ Ã 

θ >

0, 8 · (6, 9 log log ω′)2

30ω′(c5 log ω′)
·

(log log ω′)7

13c8
5(log ω′)8

·
1

N3
1

≥
0, 8 · 6, 92

30c5 · (13c8
5)

·
1

ω′
·

(

log log ω′

log ω′

)9

·

(

(log log ω′)4

5.1012(c5 log ω′)7

)3

≥
10−97

ω′

(log log ω′)21

(log ω′)30
.

���



� � �q¹A¿�¹�� �Ø»!¿X¸�¹�� ¼ ��½�¸ � �,½�º�� �!¾ �

�aÅ Ê é Â Å ÃXÕ ÈÓÆ ÊÓÊ Æh×BÐ Â Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã Ð�ÄY� ÉµÆ ÃXÂvÃ]Ê É ÁHÂ Å Ã]ÊèÔ éíÄoÅoÆ Ê ÄoÈ Ë Ð Ò Æ V Ö ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆT×ØÆTÅ ÃÂ ÈÓÈ ÕKÔ Ä Ò(ÃXÂ�Þ Ì�ÆHÍ�F Á ×Ø×èÆ Á ÅØÐ\ÉoÄ�Ì�Æ ÒkÁ Å Ê�Ã Ð Ã ÆTÈ Ô Ð�Å Ê ÌÎé Â Å Ã È ÁyÔ Ä Ò(ÃXÂ�Á Å	Ñ Ê�Â ÌÎé Á Å Ê�Á Äoà�Ð ÂvÃ Æ ÁHÞ&Ã ÆTÅ Â È
ÄoÅoÆ4× Â Å Á È]Ð ÃXÂ�Á Å ß Ä�Ð Ê�ÂvÜ�Á É ÃXÂ ×BÐ�Ì�Æ}É Á ÄoÈ"Ì�Ð!à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ô Æ Ê É ÁHÂ Å Ã]Ê"Ô Æ V ÑLÐ�Ì Á È ÊqÁ Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã6Ô Ð�Å Ê
Ì�Æ Ò Ð ÊuÔ Æ Gn

m

ß Ä�Ð ÊÓÂ ×èÆTÅ Ã Ð�Ä Ò ÄoÅoÆ Â Å Ë.Á ÈÓ×BÐ ÃXÂ�Á Å ß Ä�Ð�Å Ô Ð�ÄØÅ Á × Þ ÈÓÆ�á Á ÄèÉoÌ�Ä Ê Ö Õ Å Õ È]Ð�Ì�ÆT×èÆTÅ Ã
Ì�Ð ÊÓÁ ×è×èÆ Ô Æ Ê4Ô ÆTÖHÈ ÕKÊ ç Ô Æ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊ}Ô Æ ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ê}ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ð�Å Ã Ì�Æ Ê ÉµÆ ÃXÂvÃ]Ê É ÁHÂ Å Ã]Ê ÍoÏ�Ð�Å Ê Ì�ÆÒ Ð ÊZÔ Æ G3

m Ñ Á Å§Ð�ÈÓÈ ÂvÝ Æ ÃXÁ Ä Ã Æ Ë.ÁHÂ�Ê � ÁHÞ&Ã ÆTÅ Â È ß ÄoÆTÌ ß ÄoÆ Ê È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã]Ê Í ' Ð�ÉoÉµÆTÌ Á Å Ê ÌÎé Õ Å Á Å ÒkÕØÔ ÄÃ à ÕTÁ È)(T×ØÆ � Í��yÍ
����� I R����TN S U�� � @<�"��� � V ���L�J�=��D!.�`0*��_:0� G3

m �0f=@<��f��!DC�"aC� �C� �C� �g��D=D�f�:<�E*��!�rA�#9�_:0�_:B� �	D+f
ω [ga����G� > �C�C� b `<� #��J�!D+`<�E�=#9`	�&f�: > ��� ��@	���=dl�&@<D�� ,� #9@<D=�Z�]# ��^	���=�&�i���j�L@<� ACD+���G��� :B�i�!D+`	���C#�`	�&f�� :0�i��@<���Cdl�&@<D+��� B1, . . . , Bt :0� V �&��#3�ia��E�C[b @<�YDk�&@<�Y� α ∈ V \ B1 ∪ · · · ∪ Bt [g@	� `<�]�

h(α) ≥
10−97

ω
·

(log log ω′)21

(log ω′)30
.

�J� b #3����[ ��� B1, . . . , Bm ��@<� �Z:0��:<�������E���"@<� 1 ��� Bm+1, . . . , Bt :0��:	���������=�"@<� 0 @<�n` o
m
∑

i=1

deg(Bi) ≤ 2 · 10100ω2(log ω′)32.

� Á*ÃXÁ Å Ê
γ :=

10−97

ω

(log log ω′)21

(log ω′)30
.

Ï�éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�Ð ÉoÈ Á É ÁLÊ�ÂvÃXÂ�Á Å /�Í32�Ñ"Å Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê γ < µ̂ $&%�% (V ) ÑqÆTÅ É�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈTÑ6ÉoÄ Â�ÊXß ÄoÆ V Æ Ê�Ã
Ö ÕTÁ × ÕkÃ È Â�ß ÄoÆT×èÆTÅ Ã}Â ÈÓÈ ÕKÔ Ä Ò(ÃXÂ�Þ Ì�ÆHÑ,ÌÎéjÐ Ô à Õ ÈÓÆTÅ Ò Æ Ô ÆZê�Ð�È Â�ÊÓë�Â	Ô Æ V (γ) á�ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ô Æ Ê É ÁHÂ Å Ã]ÊÔ Æ V

Ô Æèà�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈZ×BÐ �JÁ È Õ Æ�É�Ð�È γ ç�Æ Ê�ÃZÔ Æ Ô&Â ×ØÆTÅ Ê�Â�Á Å 1 Ñ ÕKÒ È ÂvÝLÁ Å ÊZÊ Ð Ô&ÕKÒkÁ ×èÉ ÁLÊ�ÂvÃXÂ�Á Å§ÆTÅÒkÁ ×ØÉ ÁLÊ Ð�Å Ã Æ ÊrÂ ÈÓÈ ÕKÔ Ä Ò(ÃXÂ�Þ Ì�Æ Ê 

V (γ)

�����
= B1 ∪ · · · ∪ Bt.


 Ð ÉoÈÓÆT× Â (TÈÓÆ�É�Ð�È ÃXÂ Æ Ô Æ ÌÎé Õ Å Á Å ÒkÕ Æ ÊJÃ Ð�Ì Á È Ê ÄoÅoÆ�ÈÓÆ Ë.Á ÈÓ×�ÄoÌ�Ð ÃXÂ�Á Å Ô Ä Ã à ÕTÁ È)(T×èÆ 2�Í � 
 Ò ÆÔ ÆTÈÓÅ Â ÆTÈ�Å Á Ä Ê�Ô&ÂvÃ�ß ÄoÆBÌ�Æ Ê Bi
ÊÓÁ Å Ã�Ô Æ Ê2Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊ�Ô Æ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ê á�ÉoÈ Á ÉoÈÓÆ Ê ç Ô Æ G3

m Í���ÅÉµÆTÄ Ã�Ê ÄoÉoÉ ÁLÊ ÆTÈ ß Ä	é Â Ì�Æ�� Â�ÊJÃ Æ�ÄoÅ ÆTÅ ÃXÂ ÆTÈ 1 ≤ m ≤ t
Ã ÆTÌ ß ÄoÆ Bm+1, . . . , Bt

Ê�ÁHÂ ÆTÅ Ã�Ô ÆÔ&Â ×ØÆTÅ Ê�Â�Á Å 0 Æ Ã B1, . . . , Bm
Ê�ÁHÂ ÆTÅ ÃZÔ Æ Ô&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 1 ð Ô Ð�Å Ê Ì�Ð Ê Ä ÂvÃ Æ Á Å ÅoÆ Ê é Â Å ÃXÕ ÈÓÆ ÊXÊ ÆTÈ]Ðß Ä	é�� Ò Æ ÊrÔ ÆTÈÓÅ Â ÆTÈ Ê}Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕKÊaÔ Æ ÊÓÁ Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ê Í

� �
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� Á*Ã ÈÓÆ Ò à ÁHÂ � Ô Æ}É�Ð�È]Ð�×�( Ã ÈÓÆ Ê Æ Ê�Ã ÉoÈ ÁyÒ àoÆ Ô Æ Ò ÆTÌ�Ä Â,Ô Ä�É�Ð�È]Ð�ÖHÈ]Ð�ÉoàoÆ�/ Ô Ð�Å Ê Ì�Æ Ò Ð Ê n = 3 



































N := 6 · 1023 (log ω′)7

(log log ω′)4

T :=

[

10N
log ω′

log log ω′

]

L := 3ωT 2.

� 
 ��P 
LU!S �c�n` #���� ���;f �0`�#��]�&f����=����e	`<� �&�C�Jo
� , 0, 92T log N ≥ 5, 51N log(L + 1) �

� , N ≥ 5 · 1012 (log(L+1))7

(log log(L+1))4
�

� , 10−3T
L ≥ 1

103
T log N

NL > γ ,
�Jf���@<�E�=�!D+`��!�"@<�;,��

� Í 
 ÆÇÉoÈÓÆT× Â ÆTÈØÉ ÁHÂ Å ÃBÊ Æ Ã È]Ð ÂvÃ Æ�Æ��oÐ Ò(Ã ÆT×èÆTÅ ÃBÒkÁ ×è×ØÆ Ì�ÆhÉ ÁHÂ Å Ã 2 Ô Ä Ë Ð ÂvÃ /�Í�� 
6Å Á*Ã ÈÓÆ
É�Ð�È]Ð�×�( Ã ÈÓÆ N Æ ÊJÃ�Ê�Â ×èÉoÌ�ÆT×ØÆTÅ Ã ÉoÌ�Ä Ê ÖHÈ]Ð�Å Ô�ß Ä	éjÐ�ÄhÉ�Ð�È]Ð�ÖHÈ]Ð�ÉoàoÆ�/�Í

2�Í�F Á ×Ø×èÆ log(L + 1) ≤ 3max{log(3ω), log(T + 1)} Å Á Ä Ê4ÊÓÕ É�Ð�È Á Å Ê Å Á*Ã ÈÓÆ ÕkÃ Ä Ô Æ\ÆTÅÔ ÆTÄY� Ò Ð Ê Í
� Ï�Ð�Å Ê Ì�Æ Ò Ð Ê}Á�� T + 1 ≥ 3ω ÑoÅ Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê T + 1 ≤ 2T ≤ N8/7 ÑoÆ Ã

5 · 1012 (log(L + 1))7

(log log(L + 1))4
≤ 5 · 1012

(

3 · 8

7

)7 (log N)7

(log log N)4
< N ,

Ò Ð�ÈTÑ Ô éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�Æ Ë Ð ÂvÃ �yÍ��BÐ Ý Æ Ò (a, b) = (7, 4) Ñ Á Å�Ð N ≥ 6 · 1023
(

7e
4

)4 Í
� Ï�Ð�Å Ê Ì�Æ Ò Ð ÊrÒkÁ Å Ã È]Ð Â ÈÓÆHÑ�Å Á Ä Ê Ð ÝLÁ Å Ê log(L + 1) ≤ 3 log(3ω′) ≤ 6 log ω′ Ñ�Ð Â Å ÊÓÂ 


5 · 1012 (log(L + 1))7

(log log(L + 1))4
≤ 5 · 1012 · 67 (log ω′)7

(log log ω′)4
< N.

�yÍ �aÅ Ð
10−3T

L
≥

1

103

T log N

NL
=

log N

3 · 103ω
·

1

NT

≥
1

3 · 104ω
·

1

N2

log log ω′

log ω′

>
10−97

ω

(log log ω′)21

(log ω′)30
= γ

�0/



�

F Á ×è×ØÆ 10−3T
L > γ á Ë Ð ÂvÃ ��Í � É ÁHÂ Å Ã �Lç�Ñ	Ì�Æ ÒkÁ È Á Ì�Ì�Ð Â ÈÓÆ �oÍ32BÅ Á Ä Ê2Ô&Á ÅoÅoÆèÄoÅ�É Á Ì��yÅ��H×èÆ

F ∈ Q[x] Å Á Å�Å�ÄoÌ Ô Æ Ô ÆTÖHÈ Õ ≤ L Å�ÄoÌ Ê ÄoÈ V (γ) Ð Ý Æ Ò ×�ÄoÌ ÃXÂ ÉoÌ Â�ÒkÂvÃXÕ Ð�Äh× ÁHÂ Å Ê T
Ã ÆTÌ ß ÄoÆ

h(F ) ≤ 2, 51 log(L + 1),

ÆTÅ É�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈ
Ì�Æ�É Á Ì��yÅ��H×èÆ F Æ ÊJÃ Å�ÄoÌ Ê ÄoÈ V (γ)
�����

⊇
⋃m

i=1 Bi Ð Ý Æ Ò ×�ÄoÌ ÃXÂ ÉoÌ Â�ÒkÂvÃXÕ Ð�Ä
× ÁHÂ Å Ê T Í� Á*ÃXÁ Å Ê X ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�ÆèÐ�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ Ô&ÕTÙ Å Â É�Ð�È�Å Á*Ã ÈÓÆ Ë.Á Å Ò(ÃXÂ�Á Å§Ð�ÄY� Â Ì Â Ð Â ÈÓÆ F Í ��Å ÉµÆTÄ ÃÊ ÄoÉoÉ ÁLÊ ÆTÈ ß ÄoÆ Br+1, . . . , Bm

Ê�Á Å Ã Ì�Æ ÊrÊ ÆTÄoÌ Ê Bi
Â Å Ò Ì�Ä Ê!Ô Ð�Å Ê ÄoÅ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ�Ô éíÄoÅ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ

Hi
Ô Æ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 1

ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ä Ô Ð�Å Ê X Í�ã Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã i
Ô Ð�Å Ê {r+1, . . . ,m} Ñ Á Å�ÐrÌÎé Â Å Ò Ì�Ä ÊÓÂ�Á Å

Bi ⊆ Hi ∩ V ⊆ X ∩ V Í t!Â Å ÊÓÂ É�Ð�È � Õ � Á Ä Ã}Á Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã ÑoÉoÄ Â�ÊÓß ÄoÆ V Å	éíÆ Ê�Ã É�Ð Ê Ì�Æ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕÔ éíÄoÅ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ô Æ G3
m 


deg

(

m
⋃

i=r+1

Bi

)

≤ deg

(

m
⋃

i=r+1

Hi ∩ V

)

≤ deg(V ) deg(X) ≤ ωL.

á � �Lç

� Á Ä Ê Å Á Ä Ê È]Ð�×èÆTÅ Á Å Ê Ð Â Å Ê�Â Ð�Ä Ò Ð Ê}Á�� Ð�Ä Ò ÄoÅ Ô Æ Ê Bi Å	éíÆ ÊJÃ!Â Å Ò Ì�Ä ÊrÔ Ð�Å Ê ÄoÅ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕÔ éíÄoÅ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ ÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ä Ô Ð�Å Ê X
Ô Æ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 1 Í,ã ÁLÊ�Á Å Ê

C :=
r
⋃

i=1

Bi ,

À�ÁHÂvÃ
P ÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�Æ Ô Æ Ê Å Á × Þ ÈÓÆ Ê ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ ÊxÒkÁ Å Ã ÆTÅ�Ä Ê�Ô Ð�Å Ê [N/2, N ] Í � Á*ÃXÁ Å Ê T1 ÌÎé Á È Ô ÈÓÆ

× Â Å Â ×BÐ�Ì Ô éjÐ�ÅoÅ�ÄoÌ�Ð ÃXÂ�Á Å Ô Æ F
Ê ÄoÈ ξp · V (γ) Ñ Á�� p É�Ð�È ÒkÁ ÄoÈ Ã P Æ Ã ξp É�Ð�È ÒkÁ ÄoÈ Ã ker[p] Í

� R8I � I	� �sP4��ILK 
LU
	 V @<��D �&@<�Y� p :0`<�E� P ��� �&@<�Y� ξp ∈ ker[p] [�#9� b @	# �	� �<� � F ���C���E�Y#;�=��D
ξp · C ,
�Jf���@<�E�=�!D+`��!�"@<�;, � À�ÁHÂ ÆTÅ Ã p ∈ P Æ Ã ξp ∈ ker[p] Í"Ï�éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�Æ É ÁHÂ Å Ã � Ô Ä Ë Ð ÂvÃ ��Í � Ñ"Æ ÃÒkÁ ×Ø×èÆ N/2 ≤ p ≤ N Ñ,Ì�Ð Ô&ÕKÒ È ÁHÂ�ÊÓÊ Ð�Å Ò Æ Ô Æ2Ì�Ð Ë.Á Å Ò(ÃXÂ�Á Å x 7→ log(x)/x Å Á Ä Ê!Ô&Á ÅoÅoÆ

γ ≤ 0, 08
T log N

NL
≤ 0, 08

T log p

pL
. á � äLç

� Á*ÃXÁ Å Ê T1,p ÌÎé Á È Ô ÈÓÆ�× Â Å Â ×BÐ�Ì Ô éjÐ�ÅoÅ�ÄoÌ�Ð ÃXÂ�Á Å Ô Æ F
Ê ÄoÈ ξp ·V (γ) Ñ Á�� ξp É�Ð�È ÒkÁ ÄoÈ Ã ker[p] Í
 Ð�ÉoÈ Á É ÁLÊÓÂvÃXÂ�Á Å �oÍ���Å Á Ä Ê!Ô&Á ÅoÅoÆ�


T1,p

(

1 + log(L + 1)
)

> T
log p

p
− h(F ) − 3 log(L + 1) − Lγ

���



ÊÓÁHÂvÃ Ð Ý Æ Ò á � äLç�Ñ ÒkÁ ×è×èÆ h(F ) ≤ 2, 51 log(L + 1)

T1,p

(

1 + log(L + 1)
)

> 0, 92T
log p

p
− 5, 51 log(L + 1).

ì6Å
Ä ÃXÂ Ì Â�Ê Ð�Å Ã Ì�Æ Ë Ð ÂvÃ ��Í � Ñ Á Å Ô&ÕKÔ Ä ÂvÃ!ß ÄoÆ T1,p > 0 ÑyÆ Ã `Z.�@	DC�!�"@<DC� F Ê éjÐ�ÅoÅ�ÄoÌ�Æ Ê ÄoÈ ξp · V (γ) Í
ã Á ÄoÈ ÒkÁ Å Ò Ì�ÄoÈÓÆHÑ Â Ì Ê Ä�� ÃaÔ Æ2ÈÓÆT×BÐ�È ß ÄoÆTÈ ß ÄoÆ ξp · C ⊆ ξp · V (γ)

�����
Í �

� ��� � � � � ��� ��������� �

' Ð�ÉoÉµÆTÌ Á Å Ê�ß ÄoÆ X
Ô&ÕKÊ�Â ÖHÅoÆuÌÎéíÆTÅ Ê ÆT× Þ Ì�ÆtÐ�Ì�Ö ÕTÞ È Â�ß ÄoÆ Ô&ÕTÙ Å Â É�Ð�È�Å Á*Ã ÈÓÆ Ë.Á Å Ò(ÃXÂ�Á Å�Ð�ÄY� Â Ì Â Ð Â ÈÓÆ

F Í,ã Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã p ∈ P Ñ,É ÁLÊ�Á Å Ê 

Xp :=

⋂

ξp∈ker[p]

ξ−1
p · X.

Æ Ã

Y := tr



X,
⋃

p∈P

⋃

ξp∈ker[p]

ξp · C



 .

ì6Å Ê Ä ÂvÃ ÆHÑ,É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã p ∈ P É ÁLÊÓÁ Å Ê 


Yp := tr



Xp,
⋃

ξp∈ker[p]

ξp · C



 .

� Á*ÃXÁ Å Ê Ñ ÒkÁ ×è×èÆ\É�Ð�ÖHÆ�2	�yÑ,Ì�Æ ÊrÂ Å Ò Ì�Ä Ê�Â�Á Å ÊaÊ Ä ÂvÝ Ð�Å Ã Æ Ê Ñ�É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã p ∈ P 

C ⊂ Xp ⊂ X Æ Ã C ⊂ Yp ⊂ Y.

ã Á ÄoÈ�×BÐ �JÁ ÈÓÆTÈ�Ì�Æ Ô ÆTÖHÈ ÕØÔ Æ C Ñ	Å Á Ä Ê Ð�Ì�Ì Á Å Ê × Á Å Ã ÈÓÆTÈ ß ÄoÆ�ÌÎéíÄoÅ Ô Æ Ê Yp Æ ÊJÃ Ñ ÒkÁ ×è×èÆ C Ñ Ô ÆÒkÁyÔ&Â ×ØÆTÅ Ê�Â�Á Å 2 ÑµÐ�Ä ß ÄoÆTÌ Ò Ð Ê Ì�Æ Ã à ÕTÁ È)(T×èÆ Ô Æ�� Õ � Á Ä Ã Å Á Ä Ê ÉµÆTÈÓ×ØÆ ÃÓÃ È]Ð Ô Æ ÒkÁ Å Ò Ì�ÄoÈÓÆHÍ


 U
	 U!S H 
 �_I�� P-I;Q � ��N��
Yp

��I;KLP
	?N O�I 	 � �TN�K � ��I;K
1

Ï\Ð�Å ÊØÒ Æ Ò Ð Ê É Á ÄoÈ ÃXÁ Ä Ã p ∈ P Ñ Â Ì}Æ�� Â�Ê�Ã Æ�ÄoÅoÆ ÒkÁ ×èÉ ÁLÊ Ð�Å Ã Æ Zp
Ô Æ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ Ê�Â�Á Å 1Ô Æ Yp Æ Ã ip ∈ {1, . . . , r}

Ã ÆTÌ Ê
ß ÄoÆ Zp
ÒkÁ Å ÃXÂ ÆTÅoÅoÆ�ÄoÅ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕ ξp · Bip

Ô Æ Bip Í�ã8Ð�È
àB�yÉ Á*Ã à�( Ê Æ 
EQ OBQ K 	?N��

Bi
K��9N���P �!K O��]Q � 	 
 K � ��N P-R4
EK � �

YP � 	�� Q K ��I;Q ���+P I;R8N 	?N

X
	?N O�I 	 � �nN�K �?��I;K

1 Í,ì8ÅÇÉ�Ð�È ÃXÂ�Ò ÄoÌ Â ÆTÈTÑ ÒkÁ ×è×èÆ Zp ⊂ X Ñ,Ð�Ä Ò ÄoÅ Ô Æ Ê Zp Å	éíÆ Ê�Ã Ì�Æ Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÕÔ éíÄoÅ Ê�Á Ä Ê�ÜÎÃXÁ ÈÓÆ Ô Æ G3
m Í

� �



Ï�éjÐ�ÉoÈ)( Ê Ì�Æ
Ì�ÆT×è×èÆ �yÍ��oÑ ÒkÁ ×è×èÆ Yp Æ Ê�Ã�Ê�Ã Ð Þ Ì�Æ
É�Ð�È Ã È]Ð�Å Ê Ì�Ð ÃXÂ�Á Å±É�Ð�È�ÄoÅ0É ÁHÂ Å ÃèÔ Æ p
Ü

ÃXÁ È ÊÓÂ�Á Å	Ñ Á Å�Ð 

⋃

p∈P

⋃

ξp∈ker[p]

ξp · Zp ⊂
⋃

p∈P

Yp ⊂ X.


 Æ�Ì�ÆT×è×ØÆ �yÍ3/�Å Á Ä ÊrÔ&Á ÅoÅoÆ 

log N/2

4, 01
|P| < 5.1011 (log(L + 1))7

(log log(L + 1))4
.

F Á ×è×èÆ N ≥ 1026 ÑHÆTÅ�Ä ÃXÂ Ì Â�Ê Ð�Å Ã Ì�Æ}×��T×ØÆ}Ð�ÈÓÖHÄo×ØÆTÅ Ãuß ÄoÆ Ò ÆTÌ�Ä Â�ß Ä Â ÉoÈ ÕKÒ ( Ô ÆrÌ�Æ}Ì�ÆT×Ø×èÆ �yÍ3/�ÑÁ Å ÁHÞ&ÃXÂ ÆTÅ Ã 

N < 5 · 1012 (log(L + 1))7

(log log(L + 1))4ÒkÁ Å Ã È]Ð Ô&Â�Ò(ÃXÂ�Á Å	ÑoÉ�Ð�È Ô&ÕTÙ Å ÂvÃXÂ�Á Å Ô Æ N Í � ÌµÆ�� Â�Ê�Ã Æ Ô&Á Å Ò ÄoÅ
ÉoÈÓÆT× Â ÆTÈ p
Ô Ð�Å Ê [N/2, N ]

Ã ÆTÌ ß ÄoÆ
Yp

ÊÓÁHÂvÃaÔ Æ ÒkÁyÔ&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å 2 Í


 U
	 U
	 H 
 �_I�� � �9Q K 	?N
Yp

N���P
	?N O�I 	 � �TN�K � ��ILK
2

À ÄoÉoÉ ÁLÊ�Á Å Ê6Â�ÒkÂoß Ä	é Â ÌoÆ�� Â�ÊJÃ Æ p0 ∈ P
Ã ÆTÌ ß ÄoÆ codim(Yp0) = 2 Í*Ï�Æ4Å Á Ä Ý ÆFÐ�Ä	Ñ ÒkÁ ×è×ØÆ Yp0

Æ Ê�ÃaÂ Å ÒkÁ ×èÉoÌ9( Ã ÆT×èÆTÅ Ã\Ô&ÕTÙ Å Â É�Ð�È Ô Æ Ê É Á Ì��yÅ��H×èÆ ÊaÔ Æ Ô ÆTÖHÈ Õ Ð�Ä ÉoÌ�Ä Ê L Ñ�Ì�Ð�ÉoÈ Á É ÁLÊÓÂvÃXÂ�Á Å �yÍ��Ô Æ â ã6à Â ����ætáÎÐ Ý Æ Ò p = 1 Ñ D1 = L Æ Ã I0 = (0) çtÅ Á Ä ÊrÔ&Á ÅoÅoÆ 

r
∑

i=1

deg(Bi) = deg(C) ≤ deg(Yp0) ≤ Lcodim(Yp0) = L2. ár2*åLç


 U
	 U
� HJILK O��]Q � �]I;K
ì8ÅhÈÓÆTÉoÈÓÆTÅ�Ð�Å Ã Ì�Æ Ê ×BÐ �JÁ È]Ð ÃXÂ�Á Å Ê á � �Lç�Æ Ã ár2*åLç Á Å Ð Ô&Á Å Ò 


m
∑

i=1

deg(Bi) ≤ ωL + L2 ≤ 10ω2T 4 ≤ 10(6 · 1024)4ω2 (log ω′)32

(log log ω′)20
,

Ô é Á�� Ì�Æ�È ÕKÊ ÄoÌ Ã Ð Ã�ÊÓÁ Äoà�Ð ÂvÃXÕ Í
��� � �8º �8¸�¾ ���
â t Ï�äHä`æ ��Í t × Á È ÁLÊÓÁ Ð�Å Ô�À Í`Ï�Ð ÝyÂ�Ô Í 
 ÆuÉoÈ ÁHÞ Ì9(T×èÆ Ô Æ 
 ÆTào×èÆTÈxÆTÅ Ô&Â ×èÆTÅ ÊÓÂ�Á Å Ê ÄoÉ Õ È Â ÆTÄoÈÓÆHÍ� ,��i�����;� � � �B���c,�� `	� ��,�ÑL/ � � 
 � � / � � �*äyÑ � äHäHäyÍâ t Ï�å � æ ��Í t × Á È ÁLÊ�Á Ð�Å Ô À ÍµÏ�Ð ÝyÂ�Ô ÍaÏ�ÆTÅ Ê�ÂvÃXÕ�Ô Æ Ê É ÁHÂ Å Ã]Ê � ÒkÁ�Á È Ô&Á ÅoÅ Õ Æ Ê ×�ÄoÌ ÃXÂ ÉoÌ Â�Ò Ð ÃXÂvÜÝ ÆT×èÆTÅ ÃrÂ Å Ô&Õ ÉµÆTÅ Ô Ð�Å Ã Æ Ê Í	�����
� `	��`<�E����`<� � @<��DC�;`	#bÑL/j
32�� � � 2�� �yÑh2*åHå � Í

� �



â t Ï�å��`æ ��Í t × Á È ÁLÊ�Á Ð�Å Ô§À Í�Ï�Ð ÝyÂ�Ô Í � Â Å Á È]Ð ÃXÂ�Á Å Ô Æ�Ì�Ð
à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈZÅ Á ÈÓ×BÐ�Ì Â�Ê�Õ Æ Ô Ð�Å Ê ÄoÅÃXÁ ÈÓÆHÍ � @<��DC�L`	#?@). � �������E�=�&,G@�. � `�� ��, � �����=�"���yÑ;2&á��Lç6
����0/ � � � � Ñh2*åHå��yÍâ t Ï�å �*æ ��Í t × Á È ÁLÊ�Á Ð�Å ÔÛÀ Í�Ï�Ð ÝyÂ�Ô Í�Ï Â�Ê�Ã È Â�Þ Ä ÃXÂ�Á Å Ô Æ Ê É ÁHÂ Å Ã]ÊaÔ Æ2ÉµÆ ÃXÂvÃ Æ�à�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ô Ð�Å Ê
Ì�Æ Ê ÖHÈ Á ÄoÉµÆ Ê ×�ÄoÌ ÃXÂ ÉoÌ Â�Ò Ð ÃXÂ�Ë�Ê Í � �E�L, � *��E@�#�` � @	D=��, � � b , V ����` � *��",�Ñ � � � ár2Hç�
��02�/ �
� � �yÑ;2*åHå �oÍâ t Ï�å0/Fæ ��Í t × Á È ÁLÊÓÁ Ð�Å Ô À ÍxÏ�Ð ÝyÂ�Ô ÍBã ÁHÂ Å Ã]ÊZÔ ÆèÉµÆ ÃXÂvÃ ÆØà�Ð�Ä Ã ÆTÄoÈ Ê ÄoÈ2ÄoÅoÆ ÊÓÁ Ä ÊJÜÎÝ Ð�È Â�ÕkÃXÕÔ éíÄoÅ ÃXÁ ÈÓÆHÍ��G@<� b @<�=�]�!�"@ � `	� ��,�ÑL2*åHå0/�Íc��É�Ð�È]Ð87 Ã ÈÓÆHÍâ �rê�ä0/Fæ ìrÍ � Á × ÞoÂ ÆTÈ Â Ð�Å Ô � Í	ê�Ð�ÅoÅ Â ÆTÈTÍ t Ì�ÖHÆ Þ È]Ð Â�Ò É ÁHÂ Å Ã]ÊaÁ Å Ê Ä ÞdÝ Ð�È Â Æ ÃXÂ Æ Ê\ÁHË Gn
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