Petits points d’une surface

Corentin PONTREAU

Résumé

Pour toute sous-variété géométriquement irréductible V' du groupe multi-
plicatif G}, on sait qu’en dehors d’un nombre fini de translatés de tores excep-
tionnels inclus dans V, tous les points sont de hauteur minorée par une certaine
quantité ¢(V)~! > 0. On connait de plus une borne supérieure pour la somme
des degrés de ces translatés de tores pour des valeurs de ¢(V') polynomiales en
le degré de V. Ceci n’est pas le cas si ’on exige une minoration quasi-optimale
pour la hauteur des points de V, essentiellement linéaire en 'inverse du degré.

Nous apportons ici une réponse partielle & ce probléme : nous donnons une
majoration de la somme des degrés de ces translatés de sous-tores de codimen-
sion 1 d’une hypersurface V. Les résultats, obtenus dans le cas de G_, , mais
complétement explicites, peuvent toutefois s’étendre a G}, moyennant quelques
petites complications inhérentes a la dimension n.

Classification mathématique par sujets (2000). - 11G50 (primaire), 11J81, 14G40
(secondaire).

Mots clefs. — Hauteur normalisée, groupe multiplicatif, probléme de Lehmer, petits points.

1 Introduction

Soit n un entier positif non nul. Dans la suite, nous considérerons le plongement
naturel de GJ}, dans P", défini par

Lro(ar, e an) = (Liag oot ap).

Dans la suite G?, désignera G”,(Q). Etant donnée une sous-variété algébrique V'
de G, nous noterons respectivement h(V) et deg(V) la hauteur normalisée (défi-
nie dans [DP99, DP00]) et le degré de adhérence de Zariski de «(V') dans P". En
particulier la hauteur normalisée d’un point o de G, sera la hauteur de Weil loga-

rithmique et absolue ! de () ; nous la noterons simplement h(c). De plus, pour

Lavec la norme du sup aux places archimédiennes



tout polynéme F' non nul & coefficients algébriques, h(F') désignera également la
hauteur de Weil du point projectif défini par ses coefficients.

La conjecture de Lehmer nous dit qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que tout
point a € G, qui n’est pas de torsion vérifie :

Nous utiliserons une autre quantité, qui coincide avec la hauteur normalisée en
dimension 1 : le minimum essentiel. Pour tout ensemble algébrique V et tout réel
6 > 0, notons

V() ={a eV | hla) <6}

Le minimum essentiel [iess(V') est alors défini comme la borne inférieure des 6 > 0
pour lesquels V' (0) est Zariski-dense dans V', on a ainsi :
fless(V) = sup inf{h(a) | €V \Y}.
YCcv
codimy, (Y)=1

Rappelons que minimum essentiel et hauteur normalisée sont trés liés, comme nous
le dit le cas particulier d’un résultat de Zhang (c.f. [Zha95a, theorem 5.2] et [Zha95b,
theorem 1.10] 2) :

h(V) h(V)

degV@m) 5 1) = PesV) = Gegry (1)

Pour énoncer des conjectures analogues & celle de Lehmer en dimensions supé-
rieures, il apparait plus naturel d’utiliser un autre invariant que le degré : 1'indice
d’obstruction de V par rapport a un corps k C Q, noté wy (V). Celui-ci est défini
comme le minimum des degrés d’une hypersurface définie sur k£ contenant V.

Conjecture 1.1 Pour tout entier n > 1, il existe une constante c(n) > 0 telle que,
pour toute sous-variété V de G}, qui ne soit contenue dans aucune union de translatés
de sous-tores 3 par des points de torsion on ait :

c(n)
wo(V)

Notons que si n = 1 et V est réduite & un point o € G,;,, nous avons fiess(V) =

ﬂess(v) >

h(a) et wo(V) = [Q(a) : Q], autrement dit il s’agit bien 14 d’une généralisation de la
conjecture de Lehmer. Dans [AD99] et [ADO01], les auteurs montrent la conjecture 1.1
a un facteur « log » prés :

*Dans [DP98, corollaire 3.2], on pourra également trouver une preuve plus élémentaire dans le
cadre des variétés abéliennes, mais qui s’adapte bien au cas de G},.
3Un tore désignera un groupe algébrique connexe.



Théoréme 1.2 Pour tout entier n > 1, il existe une constante c(n) > 0 telle que,
pour toute sous-variété V de G}, définie sur Q, qui ne soit contenue dans aucune
union de translatés de sous-tores par un point de torsion on ait :

fress(V) > - (log(3wg(V))) "™

ot k(n) :=2n(n+ 1)I" — 1.

Remarquons que les hypothéses ici ne sont pas a priori minimalistes, car seules
les variétés qui sont précisément union de translatés de sous-tores par des points
de torsion sont de hauteur nulle. Nous ne nous étendrons pas sur ce sujet, notons
néanmoins que le cas des variétés contenues dans une union de translatés de sous-
tores par des points de torsion se raméne principalement au méme probléme en
dimension inférieure.

Dans la suite, nous nous intéressons aux minorations de la hauteur de variétés de
type géométrique, i.e. indépendantes de leurs corps de définition. On peut conjecturer
le résultat suivant :

Conjecture 1.3 Soit V une sous-variété propre et géométriquement irréductible de

Gp,. Si V n’est contenue dans aucun translaté d’un sous-tore propre de G}},, alors

d(n)
wg(V)

ot ¢(n) > 0 est une constante ne dépendant que de n.

fress(V) =

Comme dans le cas arithmétique, on ne peut pas donner de minoration du mini-
mum essentiel d’une variété géométriquement irréductible quelconque, ne dépendant
que de son indice d’obstruction. Remarquons tout d’abord que le cas des translatés
de sous-tores se raméne essentiellement au probléme de Lehmer pour les points de
G}},; dans le cas général, il n’est pas possible de minorer la hauteur d’une sous-variété
V uniquement en fonction de son degré géométrique si I’on ne fait aucune hypothése
sur V. Pour voir cela, considérons une suite de points (c;); de G, tels que h(a;)
tend vers 0 quand i tend vers I'infini (par exemple a; = (3'/%,...,3/%)). Nous avons,
d’apres (1) :

h(ai - H) < ndeg(oy - H)jiess(ct; - H) < ndeg(H)h(oy).

On peut toutefois énoncer des conjectures semblables & la conjecture 1.3 pour toute
variété V qui n’est pas un translaté d’un sous-tore, en considérant un invariant plus
fin, I'indice d’obstruction relatif, qui prend en compte le plus petit translaté d’un
sous-tore contenant la variété. On pourra & ce propos consulter [DP99, conjecture 1.1]
et [ADO3, conjecture 1.2].

De nouveau, dans op. cit. (théoréme 1.4), les auteurs montrent la conjecture 1.3
aun « € » prés : 3



Théoréme 1.4 Soit W une sous-variété propre et géométriquement irréductible de
Gy, de codimension k. St W n’est contenue dans aucun translaté d’un sous-tore
propre de G}},, alors

c(n)
wg(W)

fessW) > (1og(3eg0v))

ot c¢(n) > 0 est une constante ne dépendant que de n, et \(k) := (9(3k)k+1)k.

Il est méme possible ici d’affaiblir les hypothéses, quitte & perdre un peu sur
le terme d’erreur. En effet si 'on considére une variété V, composante isolée
d’une intersection d’hypersurfaces de degré au plus* w. Dans [AD05, théoréme 1.5
et lemme 2.2], les auteurs montrent que si W est une sous-variété de V', qui n’est
contenue dans aucun translaté d’un sous-tore de V/, alors on a

fiess (W) > C'f:” - (log(3w)) D) (2)

ou ¢/(n) > 0 est une constante ne dépendant que de n. Remarquons qu’il s’agit bien
14 d’une généralisation du théoréme 1.4, il suffit pour cela de prendre pour V une
hypersurface de degré minimal contenant ¥, auquel cas on a w@(W) = w.

Notons que dans ces deux résultats nous n’avons aucune information sur les
points, ceux-ci étant trivialement des translatés de sous-tores. Néanmoins on peut
montrer que, si 'on note V° la variété V privée de tous les translatés de sous-tores
non triviaux contenus dans V, il n’existe au plus qu’'un nombre fini de points de
« petite » hauteur dans V°. Plus précisément, en 1995, E. Bombieri et U. Zannier
montrent (voir [BZ95]) que si V' est I'intersection d’hypersurfaces de degré < d, alors
il existe deux nombres ¢ > 0 et € > 0 tels que ’ensemble des points de V' °, de hauteur
< g, est fini, de cardinal au plus ¢. Notons qu’ils utilisent une hauteur légérement
différente hg, correspondant au plongement s : GJ;, — P7; cette hauteur permet de
définir, via I'application (a, 3) — hs(a-B371), une semi-distance sur G?,. Il est facile
de voir que cette hauteur est équivalente & la notre, en effet pour tout o € G}, nous
avons : 1h(a) < hy(a) < nh(a).

Ici, € et g dépendent de n et de d et sont effectivement calculables. Peu aprés,
dans [Sch96, theorem 4], W. M. Schmidt obtient notamment une version explicite de
ce résultat :

Théoréme 1.5 Soit V une sous-variété de G}, intersection d’hypersurfaces de degré
< d, notons N(d) := (":lrd) et

q(V) :==exp ((4n)2dN(d)> ]

“Dans [ADO5], ce nombre w est appelé indice de quasi-interpolation de V.
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Alors les points cc € V° tels que hs(a) < q(V)~! sont au plus q(V).
Remarquons que V° peut étre vide, comme le montre I’exemple suivant :

Exemple : Soit C une courbe de G2, de stabilisateur discret et soit V :=C x G,,, C
G3,. Comme V est une union infinie de translatés de sous-tores non triviaux, nous
avons V° = ().

Plus récemment, dans [DP99, théoréme 1.3|, S. David et P. Philippon améliorent
le résultat de W. M. Schmidt :

Théoréme 1.6 Soit V une sous-variété de G, et notons

m?’

7dim(V)

a(V) i= (2749500422 eg (V) (log(deg(V) +1)*?)
Alors les points o € V° tels que hy(a) < q(V)~3/* sont au plus q(V).

En fait, comme les auteurs le remarquent dans [ADO05], un résultat plus précis est
montré dans [DP99] (voir la proposition 5.6) : « I’ensemble des points de V' de hauteur
inférieure ou égale q(V)_3/ 4 est contenu dans une réunion finie de translatés de sous-
tores Bi, ..., B contenus dans V tels que ) .., deg(B;) < q(V) ». L’avantage de
ce dernier résultat est que I'on posséde des informations sur V', méme si V° est vide.
Ceci nous aménent & utiliser le dernier invariant géométrique ﬂgim(v)(V) introduit

dans [DP99] que nous noterons pour simplifier 4°(V') comme dans [AD05] :
p°(V) :=supinf{h(a),¢ € V\ Y}
Y

ou Y parcourt I’ensemble des unions finies de translatés de sous-tores, en particulier
Y peut contenir un nombre fini de points.

Dans op. cit. (lemme 2.2), les auteurs donnent une caractérisation simple de
u°(V'), plus précisément ils montrent :

(V) = it e () )

ou W parcourt I’ensemble des sous-variétés de V' qui ne sont pas contenues dans un
translaté d’un sous-tore de V' (en particulier dim W > 0). En utilisant ce résultat et
I'inégalité (2), les auteurs parviennent dans le méme article au résultat suivant.

Théoréme 1.7 Soit V une sous-variété de G, composante isolée d’une inter-

m?’

section d’hypersurfaces de degré au plus w. On a :

) 2 S og(aw) e

ot ¢'(n) > 0 ne dépend que de n, et \(k) := (9(3l<:)k+1)k'

ot



En particulier, il existe un nombre fini de translatés de sous-tores Bi,..., B,
contenus dans V' en dehors desquels tout point de V' a une hauteur minorée par la
quantité donnée dans le théoréme. On peut alors légitimement se demander s’il est
possible d’obtenir, comme dans [DP99] des informations sur le nombre, ou plutot
sur la somme des degrés des B;. En effet, comme nous le remarquions plus haut,
dans op. cit. les auteurs montrent en fait que ji°(V) > ¢(V)~3/* et que les points
de V de hauteur < ¢(V)~3/* sont contenus dans des translatés de sous-tores dont
la somme des degrés est inférieure & ¢(V'). On ne sait pas grand chose dans le cas
ou l'on souhaite une minoration quasi-optimale du type du théoréme 1.7, toutefois,
on apportera une réponse partielle 4 ce probléme dans le cas G3,. Notre résultat
principal est le suivant :

Théoréme 1.8 Soit V une surface de G3, géométriquement irréductible de degré w,
qut n’est pas le translaté d’un sous-tore.

Alors il existe un nombre fini de translatés de sous-tores By, ..., B de V tels que,
pour tout € V\ By U---U By, on ait

10797 (loglogw’)*!
> .
hle) 2 w (logw’)30 7

ot w' := max{16,w}. De plus, si By,..., By, sont de dimension 1 et Bp,41,...,B:
de dimension 0 on a :

m
Zdeg(Bi) < 2-10'%2(logw')*2.
i=1

Bien que les résultats soient donnés dans G3,, les arguments se généralisent bien
a G' ; plus précisément, dans le théoréme 1.8, on pourrait obtenir de la méme fagon
une majoration du méme type pour les translatés de sous-tores de codimension 1
dans V, c’est-a-dire de codimension 2 dans GJ,. Cette limitation est motivée par le
caractére partiel du résultat ; de plus, toutes les constantes étant explicitées ici, cela
permet un allégement appréciable des calculs.

2 Plan de P’article

Nous étudions les cas de petites codimensions. Plus précisément nous donnons
des informations sur la distribution des petits points d’une (hyper)surface de G3, (et
en fait également de G2,).

Nous reprenons 'idée de [Pon05], inhérente a la codimension 2, donnée dans un
cadre arithmétique (variétés définies sur Q) que nous adaptons ici au cas géomé-
trique. Dans l'idée de I’égalité (3), le premier objectif est d’obtenir une minoration



du minimum essentiel des sous-variétés des G3,, de dimension > 0, et ce sous des
conditions minimales. On montre tout d’abord au paragraphe 5 des minorations
pour la hauteur des hypersurfaces de G2, et G3,, cas qui nous intéresse ici. Dans le
cas de G2,, on montre en fait un résultat plus précis : on majore le nombre petits
points d’une courbe qui n’est pas un translaté d’un sous-tore, ce qui est & peu prés
une version optimale du théoréme 1.7 dans le cas de G2,. On obtient alors au para-
graphe 6 le résultat suivant, qui est une version explicite, pour les courbes de G3,,

du théoréme 1.4 :

Théoréme 2.1 Soient V une surface de G, de degré w et C C V une courbe, toutes
deux géométriqguement irréductibles. Si V' et C ne sont pas translaté d’un sous-tore,

alors
107°7  (loglogw’)?!

w (logw’)30

fless(C) >
ot W' = max{16,w}.

Notons que si I’on compare ce résultat avec le théoréme 1.4, ’hypothése « C
n’appartient & aucun translaté d’un sous-tore contenu dans V' » se réduit ici & V' et
C ne sont pas un translaté d’un sous-tore.

_ 21

Si v désigne la quantité M%
sous-variété W de V, qui n’est pas incluse dans un translaté d’un sous-tore contenu
dans V, vérifie fiess(W) > . Gréace a (3), on en déduit : u°(V') > v, autrement dit il
existe un nombre fini de sous-tores en dehors desquels tout point de V' est de hauteur

, nous aurons & ce stade montré que toute

> . Il restera alors & majorer la somme des degrés de ces sous-tores de dimension
1 (ou plutét de codimension 2) pour obtenir le théoréme 1.8, ce qui fera 'objet du
paragraphe 7.

Nous développons dans un premier temps (paragraphe 4) les outils d’une dé-
monstration de transcendance : nous utilisons un lemme de Siegel « absolu », nous
donnant un polynéme s’annulant avec multiplicité sur une variété, indépendant de
son corps de définition. Nous donnons ensuite des résultats d’extrapolation pour des
polynémes & coefficients algébriques quelconques, puis un lemme de zéros pour des
variétés géométriquement irréductibles.

Dans notre étude de la hauteur d’une courbe C de G?,, nous aurons besoin d’une
minoration de la hauteur des hypersurfaces géométriquement irréductibles de G2,
et G2

-, ce que nous donnons au paragraphe 5. Ce dernier cas nous permettra de

traiter le cas oul C est incluse dans un translaté d’un sous-tore de dimension 2 et de
degré controlé.

Nous montrons le théoréme 2.1 au paragraphe 6. La stratégie est la suivante :
par ’absurde on suppose la hauteur de C petite, on peut alors construire un polynéme
s’annulant sur V' avec multiplicité, de degré et de hauteur controlés via le lemme de
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Siegel absolu du paragraphe 4 (corollaire 4.2). On extrapole ensuite en montrant que
ce polynome s’annule sur les translatés & - C, ou € parcourt un ensemble de points de
pg-torsion, pour des nombres premiers p et ¢ appartenant & deux certains ensembles
Py et Ps.

Dans le cas géométrique, contrairement au cas arithmétique, on ne peut pas
extrapoler sur des multiples [pq|C, car cela ferait intervenir le corps de définition
de C, ce que I'on cherche précisément a éviter pour obtenir une minoration de type
géométrique. L’idée est que dans le cas de Q (ou pour certains corps de nombres),
on utilise une congruence du type

(F(z))? = F(2P) mod p

lorsque F' est un polynome a coefficients entiers.

Au paragraphe 6.3 nous construisons, a l'aide d’un lemme de zéros, des suites
décroissantes Y D Y, O Y, , de sous-ensembles algébriques de G}, contenant des
translatés &, - C de C, ou p et q parcourent respectivement des ensembles P; et
P> de nombres premiers. Pour tous p,q, deux parmi Y,Y) et Y, , étant de méme
dimension, on obtient une sous-variété obstructrice Z,, composante Q-irréductible
de Y} 4 ou de Y}, contenant des translatés §,, - C de C, et dont on controle le degré.

Notons que dans tous les cas, en utilisant notamment 1’égalité

U ¢&-¢=pd ' pacC .
gekerlpq]

il est possible de montrer I'inégalité wg([pg|C) < wg(C) pour un certain couple (p, q).
Mais ceci n’est pas suffisant pour conclure. Pour ce faire, dans [AD03], les auteurs
utilisent comme dans [AD04] un argument de descente pour arriver a une contradic-
tion.

Si une des variétés obstructrices Z,, est de codimension 2, alors Z,, est simple-
ment un translaté de C, auquel cas on obtient un encadrement du type :

Card(Ps)® deg(C) < deg(Yy,) < deg(F)? < (logdeg(V))? deg(C).

Ainsi, de par nos choix de paramétres, il vient une contradiction.

Sinon, la variété C étant de codimension 2, il ne reste qu’une possibilité : celle ou
toutes les variétés obstructrices Z, sont de codimension 1. Dans la derniére partie du
paragraphe 6.3, on travaille alors de nouveau avec la hauteur normalisée ; on majore
celle de Z en fonction de la hauteur de notre fonction auxiliaire F', sur laquelle on a
un bon contréle :

minp - h(Z,) < h(F).



Si aucun des Z, n’est un translaté d’un sous-tore, on arrive a une contradiction en
utilisant une minoration explicite de iL(Zp) pour 'ensemble de ces hypersurfaces Z,,
(proposition 5.2). Dans le cas contraire, on se rameéne dans le lemme 5.4 4 une étude
en dimension 2, auquel cas, via la proposition 5.1, on obtient une minoration de
ﬂess (C)

Pour terminer, on s’attache au paragraphe 7 & montrer le théoréme 1.8 a pro-
prement parler. On reprend ici I'idée du paragraphe 6 : on construit d’abord un en-
semble de variétés obstructrices contenant les translatés des sous-tores exceptionnels.
On montre ensuite, en reprenant un lemme du paragraphe précédent (lemme 5.4),
que 'un d’eux au moins est de codimension 2, auquel cas, grace au théoréme de
Bézout, on majore la somme des degrés de ces sous-tores.

3 Reésultats auxiliaires

Nous rappelons ici quelques propriétés relatives & la multiplication d’une variété
par un entier. Soit W une sous-variété géométriquement irréductible de G}},, et notons
Gy son stabilisateur :

Gw={acG)|la-W=W}= |y ' W
yeWw

Nous allons notamment voir que si p est un nombre premier ne divisant pas |Gy / G%/\,
le nombre de composantes géométriquement irréductibles du stabilisateur Gy de W,
alors le degré et la hauteur normalisée de [p]W se comportent bien.

Lemme 3.1 Pour tout réel z on note w(x) le nombre de premiers inférieurs ou égauz
a x. Pour tout N € N, on a

m(N)—7w(N/2) > cn

log N
otcy >0,41 si N > 41 et cy > 0,23 st N > 2.

Démonstration. — Le théoréme 1 de [RS62] nous donne :

z n 3z () > z n T
x
logz  2(logx)? logz  2(logz)?’

si on note ¢(N) :=1log(N/2)/log(N) on en déduit :
N . N N + 3N
log N = 2(log N)? 2¢(N)log N~ 4(¢(N)log N)?

Va > 59,

m(N)—7n(N/2) >

v (st~ v D)
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Ainsi, pour N > 5000, nous avons bien I'inégalité voulue et une vérification numé-
rique pour les petites valeurs de N nous permet de conclure. O

Comme nous le montrent les deux lemmes suivants, les translatés de sous-tores
sont en quelques sortes les cas pathologiques de variétés, celles dont le stabilisateur
est de dimension maximale. Nous reviendrons sur ce point dans notre lemme de zéros
(lemme 4.5).

Lemme 3.2 Pour toute sous-variété V de G}}, on a :
dim(Gy) < dim(V) et deg(Gy) < deg(V)dm(V)—dim(Gy)+1

De plus, on a dim(Gy) = dim(V) si et seulement si V' est une union de translatés
de sous-tores.

Lemme 3.3 Soient W une sous-variété de GJ,, géométriquement irréductible, Gy
son stabilisateur et I > 0 un entier. On a :

1. (W) = dmW=LR (W) et deg([1]72W) = 1~ dmMW) deg(W) ;
ldim(W)+1 N ldim(W)

2. h(JW) = mh(m et deg([l]lW) = Trer[l] N G|

deg(W) ;
3. [ker[l] N G| = 19w [ker[l] N (Gw /G| 5

4. si & est un point de torsion, on a ﬁ(ﬁ W) = ﬁ(W)

Démonstration. — Pour les points 1,2 et 4 on pourra consulter le lemme 6 de [Hin88|
et la proposition 2.1 de [DP99].
Pour le point 3, notons tout d’abord que 'on a :

ker[l] N Gw| = |ker[l] N G?/V‘ - [ker[l] N (GW/G(V)V)‘ .
II nous suffit donc de remarquer que l'on a :
|ker[l] N Gy | = 14m(Gw),

O

Nous utiliserons plusieurs fois I'inégalité suivante, valable pour tous réels a,b > 0
etx>1:

Fait 3.4




4 Transcendance

Dans ce paragraphe ainsi que dans le paragraphe 6.3, de nouveau bon nombre de
résultats sont proches de ceux que l'on peut trouver dans [AD03]|. Comme dans op.
cit., nous utiliserons ’indice d’obstruction de V de poids T, noté w(T;V) :

w(T; V) := min{(T deg(Z))/ «0dim#)}

ou le minimum est pris sur ’ensemble des sous-variétés propres et géométriquement
irréductibles de G[!, contenant V. On peut montrer les inégalités suivantes (voir par
exemple [ADO03]) :

n Y cotm(V)yo (V) < (T3 V) < Twg(V).

Notations :
— Pour tout g € N, on notera |p| := 1 + - -+ + pn, la longueur de p et

1 o \" g \"
1) IR €

ou wp! := pq! - py!. Ainsi, un polynéme F' s’annulera en un point a avec
multiplicité au moins 7T si pour tout p € N” de longueur au plus 7'— 1, on a
D, (F)(a) =0. B

— Soient E une partie de G}, L,T" des entiers et k£ un sous-corps de QQ, on notera
Ex(E,L,T) le k-espace vectoriel des polyndémes a coefficients dans k de degré
au plus L, et nuls sur E avec multiplicité 7.

Enongons tout d’abord un lemme de Siegel absolu.

Proposition 4.1 Soient 6 un réel > 0 et E un ensemble non vide de points de
hauteur < 0. Soient L et T deux entiers. St E@(E, L,T) est non réduit a {0}, alors
il existe un polynéme F € E@(E, L, T) non nul tel que :

h(F) < (T +m)tog(L +1) + L6) + % log N |

—r
ot N := dim@@[x]SL etr:= dim@@[X]SL — dimg Eg(E, L, T).

Démonstration. — Pour cette preuve, il s’agit ici principalement de la méme démarche
que pour le théoréme 2.2 de [AD03], en remplagant leur S par E@(E, L,T). Comme
dans op. cit., quitte & ne considérer que les points de E de degré majoré par D,
pour un certain entier D suffisamment grand, on peut supposer par le théoréme de
Northcott que E est fini. On obtient alors :

() — dimg Eg(E, L, T)

h(F) < .
dlm@ E@(E, L, T)

((T+n) log(L + 1) +L6> + %log <L:;n>

11



O

Corollaire 4.2 Soit V C G}, une variété géométriquement irréductible. Soient L et

T deux entiers tels que
L+1>nTw(T;V).

Pour tout réel 0 > 0, il existe un polynéme F € @[x] non nul de degré < L nul sur
V(0) avec multiplicité au moins T tel que

h(F) < % ((T +n)log(L +1) + LH) + glog(L +1).

En particulier, si T > 103n et < 10*3%, alors
B(F) < (1,014 5) log(L + 1), (4)
Démonstration. — En appliquant la proposition 4.1 & E := V() on obtient :

(™) — dimg E(V(0), L, T)

n

dimg E(V (), L,T)

h(F) < <(T +n)log(L+1) + L0> + %log <L Z ”)

Soit Z est une variété propre et géométriquement irréductible de GJ}, contenant
V telle que w(T;V) = (T deg(Z))'/ ©°dm(Z), Le lemme 2.5 de [AD03] nous dit que,

<L : ”) — dimg Eg(V, L, T) < <T - jogiﬁff ZH)H(Z)> (L ;riii(rz()Z)> deg(2).

Rappelons que 1'on a (LJLF”) — dim@E@(V,L, 1) = H@(‘,B, L), ou P est l'idéal de
définition sur k de la cléture projective de V et H@(‘B, L) est la fonction de Hilbert
de 9. On obtient alors, si k' désigne la codimension de Z :

("+™) — dimg E(V, L, T) - (T 1+ k’> (L +n— k') (L + ") - deg(Z)

("3 K n— K
nn—1)---(n—K +1) (T+kK—-1)---T
- k' X(L+n)...(L_|_n_k/+1)deg(Z)'

En utilisant, pour j =0,... k" — 1, 'inégalité T + j < (j + 1)T, on en déduit :

k 74
1 (nTw(T;V) 1
= — - < —
> deg(2) T( L+1 ) =T

(“3m) = dimg E(V, L, T) _ (T
(L+n) — L+1

d’ou e
("3") — dimg E(V, L, T) 1

n

dimgE(V,L,T)  ~T-1

12



Comme dimg Eg(V(0), L,T) > dimg E(V, L, T), en reprenant la majoration de la
hauteur de notre fonction auxiliaire F' on obtient

h(F) <

1 L+n
T_1<(T+n)log(L+1)+L0>+§log< " )

Si maintenant 6 est inférieur a 1073Z il vient, puisque (L:”) <(L+1)™:

h(F) < % ((T +n)log(L + 1) + 10—3T) + glog(L +1).

Par hypothéses, on a L + 1 > nTw(T; V) > e, ainsi

W) < 1,001T +n

n
log(L + 1) + = log(L + 1).
S =g log(L+1)+ S log(L+1)

Enfin on a supposé T > 103n, ainsi % < 1,01, d’ou l'inégalité (4). O

Le point clef de 'extrapolation ici est la « proximité » p-adique d’une racine p-
iéme de 'unité et de 1 ; plus précisément si p est un nombre premier, alors le polynéme
(X — 1)P est congru & X? — 1 modulo p, ainsi il en est de méme de (X — 1)P~! et
¢p(X). En évaluant ces derniers en une racine p-iéme ¢ de I'unité, on obtient :

Yo |p, €= 1], <p YD <p1/p, (5)

Proposition 4.3 Soient 6§ > 0, T, L des entiers et E un ensemble de points de
hauteur inférieur ou égale a 0. Soient F € Q[x]<L, un polynéme non nul s’annulant
sur E avec multiplicité au moins T .

Alors, pour tout nombre premier p et tout & € ker[p], l'ordre d’annulation T* de
F sur & - E vérifie :

logp
p

T*(1+log(L+1)) >T — h(F) —nlog(L +1) — L#.

Démonstration. — Soit o € E et A € N” de longueur |A| = T tel que Dx(F)(§ - o)
soit non nul. Si G est un polynéme & coefficients algébriques, d’aprés la formule de
TAYLOR nous avons :

G(€ a)= ) Du(G)(@)- (¢ a—a)

peN”

Si v est une place divisant p, alors |D,(G)(a) - (€ - o — a)*|, est majoré par :

|G|v max{l, ‘011|u, ) |O‘n|v}deg(G)_W| maX{|O‘1£1 - O‘l’v, cee |O‘n§n - O‘n|v}|m

13



soit d’aprés I'inégalité (5) :
IDu(G)(e) - (€ @ — )|y < |Glomax{L, |aufo, .., [cwn, } B p K7
Appliquons ceci & G = Dy (F),

IDA(F)(§ - )]y < W [Du(DA(F))(@)(§ - & — a)¥],

T=T")/p

IN

|F|y max{1, |1 v, - - ., |an|o}* p~¢

car D(F') est nul en o & un ordre > 7' — T™*.
Supposons maintenant v archimédienne. Si F'(x) =3, <, ay - x” on a:

DAF)) = 3 (5w

De plus, comme 2521 () = (L+1) <(L+1DM! ona:

A+l
|V|Z<L <;> - l;L <:1> (;Z) < (L + 1)+,

On en déduit
IDA(F) (€ - )], < |Flymax{1, |alu, ..., ol } 27 (L 4+ 1),

Pour résumer :

]F|Umax{1,]al\v,...,\anlv}L*W sivfoo,p
IDAF)(& - a)l, < S [Flymax{L, ||y, ..., [anl,} M p= TP sig | p
|Fymax{1,|ai|v, - ., on|o " PNL+ )T siv | o

On déduit alors de la formule du produit

(T —T*
0< —r=1) logp + h(F) + (T" +n)log(L + 1) + Lh(a),
d’ou . |
/Tfp—hﬁﬁ—nbgL+U—L9<T*(%£+bgL+D).

14



Corollaire 4.4 Soit V une sous-variété de G",. Soient T, L des entiers et F € Q[x]
non nul de degré < L, nul sur V avec multiplicité au moins T.
Etant donnés un nombre premier p et un & € ker[p|, lordre d’annulation T* de

F sur &-V vérifie :

log p

T*(14log(L +1)) > T — W(F) —nlog(L + 1) — Ljiess(V).

Démonstration. — 1l suffit d’appliquer la proposition 4.3 & ’ensemble
E=V(0) ={acV, | hla) <0},

qui est Zariski dense dans V' si 6 > [iess(V), et de faire tendre 0 vers fiess(V). O

Lemme 4.5 Soient W une sous-variété propre de G}, géométriquement irréductible,
N,lp > 0 deux entiers. On suppose que lg n’est divisible par aucun nombre premier
de [N/2,N| et est premier avec |Gw /GYy|.

Si N > 103nlog (max{16,deg(W)}) et si W n’est pas le translaté d’un sous-tore
de G

n ., alors

deg | |J [top] Mlop) - W | > 0,4

pE[N/2,N]
p premier

n+1—dim(W)
N <lO—N> deg(W).

log N \ 2

Démonstration. — Pour tout premier p dans [N/2, N] on a :

lop] " llop) - W = | <1y W
Cip o

oti I'union est prise sur les (¢;,, ¢,) dans ker[lg] x ker[p]. De plus tous les translatés

CiyCp - W de W sont géométriquement irréductibles de degré deg(¥). Ainsi, il nous

faut ici étudier & quelles conditions deux tels translatés de W sont égaux.
Considérons donc deux premiers p, p’ dans [N/2, N| et deux couples de points de

torsion (¢;,,¢,) € ker[p] x ker[p] et (§,,§,/) € ker[p] x ker[p'] tels que
Clon W= Elosp’ - W.

Nous avons donc cl—olglo Cp 1£p/ € Gy . Il s’ensuit, puisque [y est premier avec p et p’ :

Ci.l&, €Gw et ("¢, € Gy

15



Pour éviter cela il suffit que ¢, et §; soient distincts modulo Gy, de méme pour ¢,
et £, sip=p', et que ¢, L et §,, n’appartiennent pas a Gy si p # p'. Nous avons
donc

deg | |J [llop) ™ [lop] - >Z > deg(¢;,¢p- W) (6)

PE[N/2,N] €1 Eker[p]/ Gy
p premier CpG(ker[P]\Gw)/GW

Notons A 'ensemble des premiers de [N/2, N] ne divisant pas |Gy /GY,|. Sip € A,
alors p est premier & |Gy /GY,|, de méme pour Iy, le point 3 du lemme 3.3 nous
donne alors :

[ kerflo] N G| = I5™ ™) [kexllo] N (Gw /Giy)| = 1™ ™)
|ker[p] N Gwl = pdlm(GW ‘ker p ﬂ (GW/G%/)| _ pdim(GW)

En reprenant (6) on en déduit que le degré de ’ensemble étudié est encore minoré

n—dim(Gw)
Card(A) ((ﬁ> e >l€ dm(Gw) qog (). (7)

par

2

Reste & compter le cardinal de A, soit les diviseurs premiers de |Gy /GY,| dans
[N/2, N]. D’aprés lemme 3.2, ceux-ci sont au plus au nombre de :

log |Gw /Gy | logdeg(GW)<nlogdeg(W)
ogN/2) = log(Nj2) © log(N/2)

Ainsi, en utilisant I'inégalité N > 103nlog (deg(W)) et le lemme 3.1 :

1073N
N 103N
> 0,41 —
~— 7 logN  log(N/2)
> 0,409 N
~— 7 logN’

De plus, comme N > 103, on a

N n—dim(Gw) 1 N n—dim(Gw)
— — > [E— —
0,409 <2> 1] > 0,409><<1 500><2>
n—dim(Gw)
s oa(X)
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En reportant tout ceci dans (7) il vient :

deg [ | J [l 'lop)- W | >0,4 deg(W).

pE[N/2,N]
p premier

N IoN n—dim(Gw)
log N <T>

Pour conclure, il suffit de remarquer que, comme W n’est pas le translaté d’un sous-

tore de GJ}, son stabilisateur Gy est, d’aprés le lemme 3.2, de dimension au plus

dim(W) — 1, d’ot :

deg | |J [lop]llop)- W | = 0,4— 5

log N
pe[N/2,N]

p premier

N IoN n+1—dim(W)
(0 ) deg(W).

5 Hypersurfaces dans G?, et G,

Nous donnons ici des minorations du minimum essentiel pour des hypersurfaces de
G2, et G?,. Ces résultats sont moins précis que ceux de [Pon06], dans la mesure ot ils
ne prennent pas en compte la dimension du stabilisateur de I’hypersurface considérée.
Néanmoins nous obtenons de meilleures constantes dans ces cas particuliers, ce qui

nous sera plus utile, car dans la suite nous ne pourrons pas tirer partie de la dimension

2

., hous obtenons un résultat

du stabilisateur. Notons de plus que, dans le cas de G
plus précis : le théoréme de Bézout permet de majorer le cardinal de ’ensemble des

points de la courbe de petite hauteur.

Proposition 5.1 Soit W une courbe géométriquement irréductible de G2, de degré
w, qui ne soit pas un translaté d’un sous-tore. On a alors :

107! (loglogw')*
w  (logw')d

(logw')°
(loglog w’)*

Card {a eW, | ha) < } < 2.10Mw?

ot W' := max{w, 16}. En particulier on a :

1071 (loglog w’)*

AESSW 2
fress(W) w  (logw’)s

17



Proposition 5.2 Soit W une surface de G>, géométriquement irréductible de degré
w qui n'est pas translaté d’un sous-tore de G3,. Alors

3.10712 (loglog )%

AESSW Z
fress(W) w (logw’)®

ot W' := max{w, 16}.

Le déroulement de la preuve de ces deux résultats est similaire, nous les traiterons
donc ensembles ; seules les constantes changeront.

5.1 Paramétres

Soit W une hypersurface de G, (avec n € {2,3}) géométriquement irréductible,
de degré w et notons w := max{w,16}. On pose, pour n € {2,3} :

( 1 N2
N = 017( 0g«)
loglogw’
1 !/
T .— [1oN_228Y
log log W’
L = nwT?

\

ol c; =4.10*sin=3et ¢; =2,5.10* si n = 2.

Fait 5.3 Nous avons
1. log N > 1,99loglogw’ ;
2. 0,927"°8N > (1,01 + 32) log(L + 1) ;

3. L<0,15w.

Démonstration. —

1. On utilise ici le fait 3.4 avec a = 1072 et b = 1 soit
N > (logw ) x 1072%¢ - ¢1 > (logw')H?.

2. On veut montrer, pour n = 2 et 3 :

logN 1,0141,5n
N 0,92T

log(L +1).
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Comme log(L + 1) < 3max{log(nw),log(T'+ 1)} et T+ 1 < 1,0017, il nous
suffit de montrer que
log N S 18 18
N T+1

Remarquons tout d’abord que 'on a, en utilisant le fait 3.4 aveca =b=1:

max{log(nw),log(T + 1)}.

/

log
T+1> 10NW > 10eN > 27N. (8)

— Supposons 7'+ 1 > nw. Comme 9log N > 9logc; > 18log 27, nous avons
27log N > 18log(27N), ainsi
log N > 18 log(27N).
N 27TN
11 suffit alors de remarquer que, d’aprés (8), on a 7'+ 1 > 27N, et que la
fonction = — (logz)/z est décroissante sur [e, +00].
— Supposons maintenant 7'+ 1 < nw. Comme log N > 1,99 loglogw’ (d’aprés

le point 1) on a, par choix de T :

log N - log N 10log w’
N — T+ 1logloguw’
log '
> 19,9
= ) T+].
s

Comme 27¢; < 27N < T + 1 (d’aprés (8)) et T+ 1 < nw', on obtient
w' > 2L¢; > 310 et donc 1, 1logw’ > log(3w'), d’olt

log N log(3w )
1
N T

3. Ona

logw' \?
L =nwT? < nw 10Nog7w
log log w’

ainsi
loglogw’ ) N
De plus, comme loglogw’ > 1, on a log N < (2 +log¢;) loglogw’, d’ou

(logw')* 1
loglogw’ N

log N logw’ \? 1
10L=57 <103nlogN<ﬂ> ly

log N

10L N5 < 10°n(2 + log c1)

10%n 2 4+ log cq
c1

<1.
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5.2 Fonction auxiliaire et extrapolation

Posons
Tlog N

T
<1073,
= L

Comme L + 1 > nwT? = nw(T; W)T (puisque W est de codimension 1), le corol-
laire 4.2 nous donne un polynéme F € Q[x] non nul de degré < L nul sur W (6) avec

0:=0,08
multiplicité au moins T et tel que
h(F) < (1, 01 + g) log(L + 1).

Notons 7™ I’ordre minimal d’annulation de F' sur & - W (#), ou & parcourt ker[p]
et le nombre premier p parcourt [N/2, N|. D’aprés la proposition 4.3 nous avons :

log N
T*(1 +log(L + 1)) > Tofv ~ h(F) —nlog(L +1)— L#
log N
> 0,927-28" (1,01+37"> log(L + 1).

D’aprés le point 2 du fait 5.3, cette derniére quantité est strictement positive, donc
T* > 0. Nous avons donc montré que F' s’annule sur & - W(6), pour tout & € ker[p]
et tout premier p de [N/2, N].

5.3 Conclusion

Supposons par ’absurde F' nul sur &-W, pour tout & € ker[p] et tout p € [N/2, N]
premier (ce qui est en particulier le cas si € > fiess(WW)). Le lemme 4.5 appliqué avec
lo = 1 nous dit alors, puisque W n’est pas le translaté d’un sous-tore de G}}, et
N > 103nlogu/,

L>deg(F) > deg| |J [p7'p]-W

p€E[N/2,N]
p premier

N <N>n+1—dim(W)

> 04— =
~— 7 logN \ 2
3

1
0 10gNw

deg(W)

ce qui contredit le point 3 du lemme 5.3. Il résulte une minoration du minimum
essentiel :
[Less(W) > 0.
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De plus, on obtient I’existence d’un premier p € [N/2, N] et d’un £ € ker[p] tels que
le polynéme F' soit non nul sur & - W(6). Si n = 2, Bézout nous dit alors

(logw')®

< F . . <L <2 2w? ‘
Card (W(6)) < deg(F) - deg(§ - W) < L < 200cfw” q 7=

Pour terminer les preuves des propositions 5.2 et 5.1, il nous reste & minorer 4. On

a
TlogN _ 0,08log N

NL — nw TN
0,08 loglogw’ log N
10nw logw’ N2

0,08 loglogw’ [ loglogw’ 2
log N.
10nw logw’ \ ci(logw’)?

0 = 0,08

v

Or, d’aprés le point 1 du fait 5.3, on a log N > 1,991oglogw’, d’ou :

g 0:08-1,99 (loglog w')*

1
10nc? w (logw')

La constante % vaut donc 3.107'2 si n = 3 et 10~!! sinon (car ¢; = 4.10% si
1

n=3etc =2,510%sin=2).

La proposition 5.1 va en fait nous permettre, dans la démonstration du théo-
réme 2.1, de se ramener au cas oil notre courbe C n’est contenu dans aucun translaté
de sous-tore de G3,, comme nous I'indique le lemme suivant.

Lemme 5.4 Soient V une surface de G2, de degré w et C C 'V une courbe géométri-
quement irréductible qui n’appartient a aucun translaté d’un sous-tore contenu dans
V. 87l existe un translaté ¢ - H d’un sous-tore H contenant C, alors :

5-107'2 (log log(2 deg(H )w'))*

ﬂess(c) > W (log(2 deg(H)w’))5

Démonstration. — Comme H est un tore de codimension 1, il existe X = (A1, A2, A3)
dans Z?3 tel que ses coordonnées sont premiéres entre elles et tel que

H={xeG3 |x*=1}.
On peut de plus supposer que A\3 = max{|A1[, |\2|, |\3]}. Considérons P’application :
p: G - G

(z1,22) — (273, 25%, 27 M2y ™)
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qui est une paramétrisation de H (non nécessairement injective). Comme C n’est
pas réunion de translatés de sous-tores, ¢*1(C_1 - C) non plus. La proposition 5.1
appliquée a4 chaque composante de ce dernier nous dit alors que pour tout 3 €
¢ (¢! - C) sauf un nombre fini on a

101! (loglog d')"*
"2 4T 0) s

ot d :=max{deg (¢~ 1(¢""-C)),16}.
Les sous-variétés o1 (¢1-C) € ¢ (¢! V) de G2, sont de dimension 1, de plus
@ (¢ V) est définie par un polynéome de degré majoré par

max{|As], |A\1 + A2|} deg(V) < 2A3w

en particulier deg (¢~1(¢™! - C)) < 2A3w. Considérons maintenant des éléments o €
Cet Bc o H(¢1-C) tels que o = ¢ - ¢(B) ; nous avons

h(a) = h(p(B)) > h(By*, 55%) = Ash(B).
On en déduit que pour tout «¢ € C sauf un nombre fini on a

—11 4
h(a) > 107" (loglog 2Asw’)
2w (log2A\3w’)?

Pour conclure, il suffit de remarquer que A3 < deg(H). O

6 Courbe dans G3,

Nous sommes maintenant en mesure de montrer une minoration de la hauteur
d’une courbe géométriquement irréductible de G3,. Rappelons I’énoncé du théo-
réme 2.1 :

Théoréme 2.1 Soient V une surface de G2, de degré w et C C V une courbe, toutes
deuz géométriquement irréductibles. Si V et C ne sont pas translaté d’un sous-tore,

alors
10797 (loglogw’)*

fless(C) > o (log w')30

ot W' = max{16,w}.
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6.1 Paramétres

Soit ¢5 := 84 on pose :

. logw')”
Ny = 510 108
1 Cs (10g 10gw’)4
log w')8
T := |13¢N (7
[ s "(loglog w')7
L = [3Tmin{wT, (deg(C)T)/2)]

Notons ici que L 4+ 1 > 3Tw(T;C). Soit de plus N2 > e tel que :

N2 N TlogN1
log No  8Nj(cslogw’)?’

Fait 6.1 On a les inégalités suivantes :
1. log(L+1) < ¢slogu’;
2. N1/2 > Ny > 10" log(L +1);
3. log N1 > 6,9loglogw’ et log Ny > 5,9loglogw’ ;
3
40,4520 (BR2) " deg(C) > L7 .

Démonstration. —

1. Comme L > 13c¢§ > 10%, on a log(L + 1) < 1,001log L il suffit ainsi de
remarquer que

logL < log(3w'T?)

< logw' + 2<log(5.1012 -13¢l®) + 151og logw’> +log 3

logw’
log 16

< 83,4logw’.

IN

logw' +

(2 log(5.10'2 - 13¢1%) + 301og log 16 + log 3)

2. Montrons d’abord l'inégalité N;/2 > Nj. Par croissance stricte de la fonction
x +— x/logx sur [e,+00], il nous suffit de vérifier I'inégalité
T log N1 _ N2 < N1/2
8Ny (05(logw’))2 log N2~ log(N1/2)

soit T
E(log N1)? < 42Ny (logw')?.
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Notons maintenant que I’on a les inégalités suivantes :

T < 13,8 (logw')®

12 7 /
NS C5W et log Ny < (log(5.10 cs) + 7) loglogw'.
Compte tenu du fait que ’'on a

logw')”
Ny = 5012 (e lose)”
1 =510 (loglogw’)* ’

2
il suffit donc de vérifier que 13cf - (log(5.1012657)) + 7) < 5.1012¢.
Montrons maintenant la seconde inégalité, comme 7' > 2 nous avons :

Ny > g (T—l—l)lOgNl
log No = 3 8N1(10g(L—|— 1))2

Par définition de T et comme log(L 4+ 1) < ¢5logw’ on a :

2 (T+1)  logh S 2 13cE (logw’)® _ log log W’
3 8Ny (log(L+1))2 — 3 8(loglogw’)" (c5logw’)?
6 (log w")"
.
(loglogw’)6
Il vient ( o
Ny ¢ (logw
Ny > > . 9
= logNy — % (loglogw’)6 )

En utilisant le fait 3.4 avec (a,b) = (5,6) et & nouveau la majoration log(L +
1) < ¢slogw’ on obtient :

5o\ 6
Ny > c2 <§> - (cslogw) > 10" log(L + 1).
. On veut montrer les minorations

log N7 > 6,9loglogw’ et log Ny > 5,9loglogw’.

On utilise pour cela deux fois le fait 3.4.
— avec (a,b) = (1071, 4), on obtient :

107 1e

4
Ny > 5.10120g ( > (logw’)ﬁ’g > (logw,)(j’g :

— avec (a,b) = (1071,6) dans I'inégalité (9) :

6
1
Ny > 8 < 0 ) - (logw")>? > (logw’)>?.
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4. Comme L% < 973 deg(C), il nous suffit ici de montrer :

0,4 N}Ny o1
9-43T31log Ny ~
On a:
0,4 NNy 0,4 T(ogNo)® [ NiN» \*
9.43T3log Ny  9-82 Ny Tlog No
0,4 T(logNo)? logN;  \*
9.8 Ny 8(c5 log w’)?
0,4 49T +1 (log Ni)*(log Np)?
— 9.8 50 N (c5logw’)®

puisque T > 49. En utilisant le point 3 il vient :

0,4 N3N 0,4 13ci(logw’)® 6,9*-5,9% - (loglogw’)”

>1
9-43T31log Ny ~ 9-86  (loglogw’)” (c5logw’)®

6.2 Fonction auxiliaire et extrapolation

Comme L + 1 > 3Tw(T;C), le corollaire 4.2 nous donne un polynéme F € Q[x]

IOLST) avec multiplicité au moins T tel que

non nul de degré < L nul sur C(
h(F) < 2,511log(L + 1).

Pour j = 1,2 posons P; := {p € [IN;/2, N;] premier} et notons 7} 'ordre minimal

d’annulation de F' sur L0-57
gp ' C( L ) ?

ou p parcourt P; et &, 'ensemble ker[p]. Posons maintenant

0 . [Tilog Ny 1073T
= 1min .
10N;L > L

Nous allons montrer le théoréme 2.1 par ’absurde, aussi nous supposerons dans la
suite le minimum essentiel de C petit, plus précisément :

fless(C) < 0. (10)

En particulier C(f) est Zariski-dense dans C, et a fortiori F' est nul sur C.
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Proposition 6.2 Sous l’hypothése (10) sur le minimum essentiel de C, pour tout
(p,q) dans Pr x Py et tout (§,,§,) € ker[p] x ker[q], le polynéme F est nul sur
£,€,C. De plus on a :

Tlogp
Ty >0,8———25 11
! plog(L+1) (11)
Démonstration. — Soient (p,q) € P; X Py quelconques. Remarquons tout d’abord

que, pour tout (§,,§,) € ker[p] x ker[g], nous avons :

ﬂeSS(Epgq : C) = ,LA’/ess(Ep : C) = /less(c) <0 ;

il suffit donc de travailler avec les points de hauteur < 6. Notons de plus que d’aprés
le fait 6.1-2 nous avons :

No/2 <qg< Ny <N;i/2<p<Nj.

e Montrons dans un premier temps 'inégalité (11); nous pouvons bien sir sup-
poser pour cela 73 < T'. Notons T3, I'ordre minimal d’annulation de F' sur £, - C(0),
ou &, parcourt ker[p|. La proposition 4.3 nous donne :

logp
p

Tip(1+1log(L+1))>T — h(F) —3log(L + 1) — L#.

Comme L6 < Tlll&%,fvl < Jo2p of p(F) < 2,51log(L + 1) on en déduit

10p

1
Ty, (1 +log(L+ 1)) > 0, 9T% — 5,511og(L + 1).

Comme 0,111log(L + 1) > 1, en divisant par 1,11 il vient :

1
Ty log(L + 1) > 0,817 —2L
p

— 5log(L +1). (12)

D’aprés le fait 6.1 (points 1 et 2), on a c5logw’ > log(L + 1) et No > 10!, d’otr

Tlogp _ Tlog Ny 8N, "o
> = 1 > 500log(L + 1
p — Nl 10gN2 (C5 ng) - Og( + ) Y

ce qui montre (11).

e Notons T3, 'ordre minimal d’annulation de F' sur ,€, - C(0), ou (§,,§,)
parcourt ker[p] x ker[g]. Par décroissance de la fonction = — log(x)/z, il vient

o < TllogNl < Tllogq
= 10N, —  10q

26



En raisonnant comme précédemment, on obtient une inégalité similaire & (12) :

Tl,p log q

Topglog(L+1) > 0,8 —5log(L +1)

5 T'logplogq

> 0,
pqlog(L + 1)

—5log(L +1).
Il nous suffit ici de montrer que le membre de droite de cette inégalité est > 0 pour
tout (p,q) € P1 x Pa, autrement dit que :

T'log Ny log Ny > 8Ny Ny (log(L + 1))?,

ce qui est bien le cas, par définition de Ny et puisque log(L + 1) < ¢5logw’. O

6.3 Lemme de zéros

Nous ne travaillerons dans la suite qu’avec des ensembles algébriques contenant
au moins un translaté de C par un point de torsion, aussi il nous sera utile d’utiliser
la notion de trace introduite dans [AD03] :

Dans la suite, dans toute union, §,, £, et §, parcourront respectivement ker[p],
ker[pg] et ker|[q] respectivement.

n

Définition 6.3 Soient Z; et Zy deux sous-ensembles algébriques de G},

on appelle
trace de Z) relativement & Zs, notée tr(Zy1, Z2), la réunion des composantes isolées
de Z1 contenant au moins une composante isolée de Zs.

Notons X I’ensemble algébrique de codimension 1 défini par notre fonction auxi-
liaire F' et

ve=tr|X, |J (&€ -C

pEPq
PP €, 8,

Ensuite, pour tout p € P; posons :

X,=[1§" X
&
et

V,=tr | X, | | €&, C

q€P2 €,.€,
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Enfin, pour tout ¢ € P> posons :

Xpai= () &6 X = (& X
£,.8, &

et

Ypq :=1tr [ Xpg, U £,§,°C
£,&,
ot rappelons-le £, et £, parcourent ker[p| et ker|q] respectivement. Notons les inclu-
sions suivantes, pour tout (p,q) € P1 X Py :

CCX,yCX,CX e CCY,,CY,CY. (13)

En effet, comme F' s’annule sur tous les £,§, - C, la premiére série d’inclusions est
immédiate. La seconde découle du lemme suivant :

Lemme 6.4 Soient Z,, 7}, Zs et Z} des sous-ensembles algébriques de G,

1. Ona
Z C Z{ — tI‘(Zl,ZQ) - tI‘(Z{,ZQ) ;

2. si les composantes isolées de Zy et Z)), sont de méme dimension :
Zo C Zé — tl"(Zl, ZQ) c tr(Zl, Zé) ;

3. si X est un sous-ensemble fini de G, alors ¥ - tr(Z1,Zs) = tr(X - Z1,2 - Za).

m’

Ainsi, comme codim(C) = 2, deux des trois ensembles algébriques Y, Y, et Y},
ont méme codimension ce qui nous permettra de comparer leurs degrés ou leurs
hauteurs normalisées. Notons que le point 3 du lemme 6.4 nous dit en particulier que
les groupes ker[p] et ker[pg| stabilisent respectivement Y, et Y} ,.

6.3.1 Cas oli un Y), est de codimension 2

Comme tous les Y, sont propres et contiennent un translaté de C, ils sont tous de
codimension 1 ou 2. Notons P; ensemble des premiers de P; pour lesquels 'ensemble
algébrique Y), est de codimension 1 et supposons ici que |P1| < 0,999 |P1]. Soit pg €
P tel que codim(Y,,,) = 2 et considérons un premier g € Py. Comme C C Y),, , C Yy,
on a en particulier codim(Y),) = codim(Y), 4) = codim(C) = 2.

D’aprés le point 3 du lemme 6.4, I'ensemble algébrique Y, , est invariant par
translation par un point de pog-torsion, ainsi :

U £q5p0 . C g Yvaq g }/}70'
€160
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Ceci étant vrai pour tout g dans Ps on en déduit :

U podd MpodlC = | | €4ép0 - C S Yoo (14)

qEP2 q€P2€,.€p,

Les ensembles algébriques considérés dans cette inclusion sont de méme dimen-

sion, ainsi nous allons pouvoir comparer leurs degrés.

Etudions le membre de gauche de (14). Notons que P; C [N1/2, Ni] et Py C
[N2/2, No|, de plus le fait 6.1-2 nous dit que Nj/2 > No, en particulier py est premier
a tout nombre premier de [Na/2, No]. Comme No > 10t log(L + 1) (fait 6.1-2) et
deg(C) < deg(Yyp,) < L?, on obtient

Ny > 3-10% log deg(C).

Pour appliquer le lemme 4.5, il faut se ramener au cas ot py est premier a |G¢/GY|.
D’aprés la proposition 3.2, le nombre de diviseurs premiers de [/N1/2, N;] divisant
|Ge /G| est majoré par

log |Ge/GY| _ 2logdeg(C) _ 4logL

log(N1/2) — log(N1/2) ~ log(Ni/2)

Or le fait 6.1-2 nous dit que N; > 10! log(L + 1), donc

4log L <4-10*11N1 < 19-3041M
log(N1/2) = log(N1/2) — log N1 -

Par hypothése on a [P\ P;| > 10~3-|P;|, autrement dit le nombre de Y}, de codimen-
sion 2 n’est pas trop petit ; de plus d’aprés le lemme 3.1, on a [P;| > 0,41N;/log Ny,
puisque N7 > 41. On peut donc supposer pg premier a |Gc/G8|.

Comme C n’est pas le translaté d’un sous-tore, le point 1 du lemme 4.5 appliqué
& lyg = po nous donne alors :

Ny <N1N2

3
< deg(Y, ).
Ao, T > deg(C) < deg(Yy,)

Par ailleurs, comme Y}, est incomplétement défini par des polynémes de degré au
plus L (plus précisément par les polynémes de la forme F'(§,, - x), ou £, est un
point de po-torsion), la proposition 3.3 de [Phi86] (avec p = 1, D1 = L et Iy = (0))
nous donne :

deg(Y},o) < LcodimYpO - 12

D’ott une contradiction, d’aprés le point 4 du fait 6.1.
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6.3.2 Cas ou les Y}, sont de codimension 1

Notons P; l'ensemble des premiers p de P; pour lesquels 'ensemble algébrique
Y), soit de codimension 1. Supposons ici que cet ensemble vérifie |751| > 0,999 x |P1].

Sipe 751, alors, par définition de la trace, il existe une composante (géométri-
quement irréductible) Z,, de X, de codimension 1 (Z, est donc aussi une composante
de X) contenant un translaté £,€, - C de C.

Commencons par une petite réduction du probléme. Si Z, est le translaté & - H
d’un sous-tore H, alors, d’aprés le lemme 5.4, nous avons :

5-107'2 (loglog(2 deg(H )w'))*
w (log(2 deg(H)w'))?

Comme Z, et X sont de méme dimension, on a deg(H) = deg(Z,) < deg(X) < L,
ainsi, d’aprés le point 1 du fait 6.1, nous avons log(2 deg(H)w') < (24 ¢5)logw’. En

fless(C) = (15)

reportant ceci dans (15) on obtient, puisque ¢5 = 84 :
5.10712 (loglogw’)*
(24 ¢5)°w  (logw’)d

1072 (loglogw’)?!
- w  (logw)3o

ﬂess (C) >

ce qui est la conclusion recherchée. Nous supposerons donc dans la suite qu’aucun
des Z, n’est translaté d’un sous-tore. D’aprés le point 3 lemme 6.4, pour tout
p € P1, comme Y, est stable par translation par un point de p-torsion, on a :

UUs %< Urnex
peP1 &p peP1

Pour conclure, nous allons utiliser le lemme 6.5 suivant dans lequel on encadre la
hauteur normalisée de ces ensembles algébriques. Ce lemme nous donne :

log(N1/2) (log(L +1))7
4,01 (loglog(L + 1))*"

Py < 5.101

Comme N; > 41, le lemme 3.1 nous dit que le nombre de premiers dans [N;/2, Ni]

est supérieur a 0, 41102[—]1\,1, en particulier :
log(N1/2) =\  log(IN1/2) N
—_— > ——=x0,999-0,41 .
o1 = <0 " og Ny

Comme N; > 5- 1012057, > 10%6, on a 0,999 - %o(g]\%m > 10~L. On déduit alors des

deux inégalités précédentes :
(log(L + 1))7
(loglog(L + 1))4"

Ny < 5.10'2
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Or le point 3 du fait 6.1 nous dit que log(L + 1) < ¢5logw’, d’ot une contradiction,
par définition de Nj.

Lemme 6.5 Soient N, L deux entiers, avec L > 16 et P C [N/2, N| un ensemble de
premiers. Soient F' € Q[x] un polynéme non nul de degré au plus L et tel que h(F) <
2,511og(L+1). Pour tout p € P on considére une hypersurface Z, géométriquement
irréductible qui n’est pas le translaté d’un sous-tore de G3,. Si F est nul sur & Zp,
pour tout p € P et tout point de p-torsion §,, alors :

log N/2
4,01

(log(L +1))7

101 )
Pl <510 e Tog L+ 1778

Démonstration. — e Plagons nous dans un premier temps dans le cas le plus défavo-
rable : celui ol pour tout p € P on a ker[p] C Gz,. Dans ce cas, si X désigne le lieu
des zéros de F', on a :

Uk 'kz=UJUs, 2= 2 cx.

peEP peEP &, pEP
Notons (1, ..., Cs les classes d’équivalence pour la relation dans P :
p~p = Z,=7Zy

et pour tout j € {1,...,s} fixons un premier p; de C;. Nous allons voir que dans ce
cas le nombre s de classes est grand. Plus précisément, il existe un élément jy dans
{1,...,s} tel que

510l = |P).

D’aprés le lemme 3.2, pour tout p on a dim Gz, < dim Z, = 2 puisque Z, n’est pas
le translaté d’un sous-tore. De plus, le point 3 du lemme 3.3 nous donne :

P’ = | kerlp]| = |ker[p] N Gz,| = p*™ % [Gy, : G ]

et donc p?, et a fortiori le produit Hpecjo p?, divisent [G Z, " GOZ,,]- On en déduit, via
la proposition 3.2 :

. (0 .
log[Gzij .Gzpjo] - (dim Zp, + 1) logdeg(Zy, ) _ 3log L

|Cj0| <

2log(N/2)  — 2log(N/2) ~ 2log(N/2)
Ainsi 2 log(N/2)
0g
> —-_—
5= ‘P‘?) log L
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On en déduit :

MX) > h Zy | = h(Zy,)
j=1 j=1
> inh(Z,).
> sminh(Zp)
Ainsi 21og(N/2)
~ Og . ~
X) > |p|s =2 7). 1
h(X) 2 |PI3 log L gggh( p) (16)

e Supposons maintenant qu’il existe un premier p de P tel que ker[p] ¢ G Z,, €n
particulier
|ker[p] N GZP‘ < p?

En utilisant le lemme 3.3 on en déduit :

~ ~ 3 ~
hX) > h(lp) 'l Zp) = \ker[p]p—ﬁGZh Z, g

ce qui implique l'inégalité (16).

e Nous avons montré a ce stade que l'inégalité (16) était toujours satisfaite.
Remarquons maintenant qu’aucun des Z, n’étant le translaté d’un sous-tore, la pro-
position 5.2 nous donne, pour p € P, puisque deg(Z,) < deg(X) < L :

. 15 (loglog L)4
h(Z,) > 3.10 12(7
(Zp) 2 (log L)®
On obtient alors, en utilisant I'inégalité (16) :
(loglog L)*

h(X) > 2.10" 21og(N/2)|P| - (17)

(log L)S

e Rappelons que de fagon générale, si X est un ensemble algébrique défini par un
polynéme F' (donc équidimensionnel), & coefficients dans un corps k, alors sa hauteur
normalisée vérifie :

h(X) = 3] > [k : Qullog My(F) |
’ vEM
ou M, (F) = max{| coeff(F')|,} si v est ultramétrique et M, (F') = M(cF) si v|oo est
associé au plongement o. D’aprés I'inégalité de Landau, nous avons dans ce dernier

cas :
log M, (F) =log M(cF) < hy(F) + glog (deg(cF))
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ou, hy(F) := max{| coeff (F')|3} pour toute place v de k. On en déduit

~ 1 3
h(X) < m UGZMk[kv : Qv]hv(F) + m ZU{ZU : @v] logL

v]oo

3
< A(F)+SlogL
< 4,01log(L+1).

En reprenant I'inégalité (17) on obtient :

log(N/2)
4,01

(log(L + 1))7

P| < 5.101 .
P (loglog(L + 1))4

6.4 Conclusion

Dans tous les cas nous sommes arrivé & une contradiction; I’hypothése (10) est
donc fausse, autrement dit :

fiess(C) > 0.

Pour conclure la démonstration du théoréme 2.1, il nous reste & minorer §. En utili-
sant la formule (11) de la proposition 6.2 on obtient :

0,8Tlog N1 log N
Ny log(L+ 1) 10N L

0,8(log N1)? 1
30w'log(L +1) TN

Comme log(L + 1) < ¢5log(w’) et log(N1) > 6,9loglogw’ (fait 6.1 points 1 et 3) il
vient :
0,8-(6,9loglogw’)? (loglogw’)” 1
30w’ (c5 log w') 13cf(logw’)8 N}

0,8-6,92 1 loglogw'\* (loglog w')* 3
30c5 - (13cf) o’ log w’ 5.1012(c5 log w')?
1077 (loglog w')?!

w' (logw’)30
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7 Petits points d’une surface

On s’intéresse maintenant aux petits points d’une surface V géométriquement
irréductible. Comme on a pu le constater dans I’introduction, si ’on souhaite obtenir
une minoration quasi-optimale pour la hauteur des points de V, alors on obtient dans
le cas de G]!, quasiment aucune information quand au nombre (ou plus généralement
la somme des degrés) de translatés de sous-tores contenant les petits points. Dans le
cas de G},, on arrive toutefois & obtenir quelques résultats. Rappelons ’énoncé du
théoréme 1.8.

Théoréme 1.8 Soient V une surface de G3, géométriquement irréductible de degré
w, qut n’est pas le translaté d’un sous-tore.

Alors il existe un nombre fini de translatés de sous-tores By, ..., By de V tels que,
pour tout « € V\ By U---U By, on ait

—97 n21
h(a) > 10 ~ (loglogw’)
w (log w’)30

De plus, si By,..., By, sont de dimension 1 et Byt1,..., By de dimension 0 on a :
m
Zdeg(Bi) < 2-10"%2(logw’)?2.
i=1
Notons

10797 (loglog w')?!
v =

w  (logw)30

D’aprés la proposition 5.2, nous avons 7y < fless(V'), en particulier, puisque V' est
géométriquement irréductible, ’adhérence de Zariski de V() (I’ensemble des points
de V de hauteur majorée par 7y) est de dimension 1, écrivons sa décomposition en
composantes irréductibles :

V) =BiU---UB,.

La premiére partie de I’énoncé est alors une reformulation du théoréme 2.1 : ce
dernier nous dit que les B; sont des translatés de sous-tores (propres) de G3,. On
peut supposer qu’il existe un entier 1 < m < t tel que Bp11,..., B soient de
dimension 0 et Bi,..., B,, soient de dimension 1; dans la suite on ne s’intéressera
qu’a ces derniers translatés de sous-tores.
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7.1 Paramétres, extrapolation

Notre choix de paramétres est proche de celui du paragraphe 5 dans le casn = 3 :

N :=6- 1023M
' (loglog w’)*
1 !/
log log w’
L = 3wT?

Fait 7.1 On a les inégalités suivantes :
1. 0,92Tlog N > 5,51 N log(L + 1) ;

12 (log(L+1))" |
2. N >5.102 L8l
-3
3 IOLT > #Tﬁiz\f > .

Démonstration. —

1. Le premier point se traite exactement comme le point 2 du fait 5.3 : notre
paramétre N est simplement plus grand qu’au paragraphe 5.

2. Comme log(L + 1) < 3max{log(3w),log(T + 1)} nous séparons notre étude en
deux cas.
— Dans le cas ot T+ 1 > 3w, nous avons T + 1 < 2T < N8/7 et

5. 1012 (log(L +1))7 <5.1012 3-8\" (logN)"
(loglog(L +1))* — 7 (loglog N )4

<N,

car, d’aprés le fait 3.4 avec (a,b) = (7,4),ona N > 6-10%3 (%)4.
— Dans le cas contraire, nous avons log(L + 1) < 3log(3w’) < 6logw’, ainsi :

5-10

12 (log(L +1))7 <5.10'2.67 (logw)”

——— < N.
(loglog(L 4 1))% (loglog w’)4

3. Ona
1073T . 1 TlogN _ logN 1

L = 108 NL  3-10%w NT
1 1 loglogw’
> R
— 310w N2 loguw’
10797 (loglogw')?!
w  (logw)30
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Comme g > 7 (fait 7.1 point 3), le corollaire 4.2 nous donne un polynéme

F € Q[x] non nul de degré < L nul sur V () avec multiplicité au moins 7T tel que

h(F) < 2,511log(L + 1),

en particulier le polynéme F' est nul sur W . O UL, B; avec multiplicité au
moins 7.

Notons X I’ensemble algébrique défini par notre fonction auxiliaire F'. On peut
supposer que By1, ..., By, sont les seuls B; inclus dans un translaté d’un sous-tore
H; de codimension 1 contenu dans X. Pour tout i dans {r+1,...,m}, on a l'inclusion
B; C H;NV C X NV. Ainsi par Bézout on obtient, puisque V n’est pas le translaté

d’un sous-tore de G3, :

deg( G Bi) < deg( 6 Hﬁ?V) a8)

i=r+1 i=r+1
< deg(V)deg(X) <wL.

Nous nous ramenons ainsi au cas ou aucun des B; n’est inclus dans un translaté
d’un sous-tore contenu dans X de codimension 1. Posons

Soit P I’ensemble des nombres premiers contenus dans [N/2, N|. Notons 7' 'ordre
minimal d’annulation de F' sur &, - V(), ou p parcourt P et &, parcourt ker|[p].

Proposition 7.2 Pour tout p dans P et tout §, € ker[p], le polynéme F est nul sur
£, C.

Démonstration. — Soient p € P et §, € ker[p|. D’aprés le point 3 du fait 7.1, et
comme N/2 < p < N, la décroissance de la fonction = — log(z)/z nous donne

4 <0,08

Tlog N Tlogp
<0,08 . 19
<005 (19)

Notons 71 ;, I'ordre minimal d’annulation de /" sur §,-V (), ou &, parcourt ker|p|.
La proposition 4.3 nous donne :

1
Ty, (1 + log(L +1)) > T% — h(F) - 3log(L +1) — Ly
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soit avec (19), comme h(F') < 2,51log(L + 1)

1
Typ(1 +log(L 4 1)) > 0,927—=L — 5 51log(L + 1).
p

En utilisant le fait 7.1, on déduit que 71, > 0, et a fortiori I’ s’annule sur &, - V(7).

Zar

Pour conclure, il suffit de remarquer que §,-C C &, - Viy) . O

7.2 Lemme de zéros

Rappelons que X désigne ’ensemble algébrique défini par notre fonction auxiliaire
F'. Pour tout p € P, posons :

X,= ) &'-X
&, Ekerlp)

et

ve=t|X )] |J & C

pEP &, Eker|p]

Ensuite, pour tout p € P posons :

V,=tr| X, [J &-C
&, €ker[p|

Notons, comme page 28, les inclusions suivantes, pour tout p € P :
CCcX,CX e CCY,CY.

Pour majorer le degré de C, nous allons montrer que I'un des Y}, est, comme C, de
codimension 2, auquel cas le théoréme de Bézout nous permettra de conclure.

7.2.1 Cas ou tous les Y, sont de codimension 1

Dans ce cas pour tout p € P, il existe une composante Z, de codimension 1
de Y, et i, € {1,...,7} tels que Z, contienne un translaté £, - B;, de B;,. Par
hypothése aucun des B; n’est inclus dans le translaté d’un sous-tore de X
de codimension 1. En particulier, comme Z,, C X, aucun des Z, n’est le translaté
d’un sous-tore de G3,.
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D’aprés le lemme 6.4, comme Y), est stable par translation par un point de p-

U U & zclUv,cx

PEP &, €ker|p] pEP

torsion, on a :

Le lemme 6.5 nous donne :

log N/2
4,01

(log(L +1))7

10 .
Pl <510 e Tog (L + 1778

Comme N > 10?5, en utilisant le méme argument que celui qui précéde le lemme 6.5,

on obtient :
(log(L + 1))7

(loglog(L + 1))4

contradiction, par définition de N. Il existe donc un premier p dans [N/2, N| tel que

N < 5-10%
Y), soit de codimension 2.

7.2.2 Cas ol ’'un de V), est de codimension 2

Supposons ici qu'il existe py € P tel que codim(Y),) = 2. De nouveau, comme Y},
est incomplétement défini par des polynémes de degré au plus L, la proposition 3.3
de [Phi86] (avec p =1, D1 = L et Iy = (0)) nous donne :

> deg(B;) = deg(C) < deg(Yy,) < LOMm0r0) = 2, (20)
=1

7.2.3 Conclusion
En reprenant les majorations (18) et (20) on a donc :
2 (logw)*

m
deg(B;) < wL + L? < 100*T* < 10(6 - 10>H)%?2 —2" 1
D deg(B) S wl+ 12 S 10587 <106 1% e T

d’ou le résultat souhaité.
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