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Exercice I
L’espace (R, d) est-il complet si d est 'une des métriques suivantes?
L d(z,y) = |2* - y°|.
2. d(z,y) = | exp(x) — exp(y)|.
3. d(x,y) =log(1+ |z — y|).

Exercice I1

On considére sur 'ensemble E := {% | n € N*} la distance triviale d; et la distance d induite par
celle de R.

1. Montrer que (FE, d;) est complet mais (E, d) ne l’est pas.

2. Les espaces (E, d;) sont-ils homéomorphes.

Exercice 111

Soient (F,d) et (F,d) deux espaces métriques et f un homéomorphisme de F sur F' uniformément
continue. Montrer que si (F,J) est complet, alors (E, d) aussi.

Exercice IV

Soit E := [0,1]N I’ensemble des suites & valeurs dans [0, 1].
Pour tous u = (up)nen €t v = (vy)nen dans F, on pose :
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1. Montrer que (F,d) est un espace métrique complet.

2. Ce résultat reste-t-il vrai pour ’ensemble des suites a valeurs dans ]0,1[ ?



Exercice V

On note [2°(N) 'espace vectoriel des suites bornées a valeurs dans C.
1. Montrer que [&°(N) muni de la norme ||(u,)||oc = sup,,>q |un| est complet.

2. Montrer que le sous-espace CV{°(N) de {°(N) formé des suites convergentes est complet.

Exercice VI
Soit E = {f € C1([0,1],R) | f(0) = 0}. Pour tout élément f de E on pose :

N(f)= sup [f(t)+ f' (1)l

t€[0,1]
1. Soient g € C°([0, 1], R). Résoudre 1’équation différentielle :
f+f =g
avec pour condition initiale f(0) = 0.

2. Montrer que N est une norme équivalente a la norme N’ définie par :

N'(f) = lflloe + 11 Moo »

ot || fllee = supsepo,iy 1/ (2)]-
3. Montrer que (E, N) est complet.

Exercice VII

On munit le R-espace vectoriel E := C°([0,1],IR) des applications continues de [0, 1] dans R de la
norme || - ||. On considére de plus I’application :

f: F — FE

r <tr—> % [1+/01 test:c(s)dsD

Montrer que f posséde un unique point fixe 2 et donner une majoration de || — 2, || O z;, est la
suite d’éléments de F définie par xg: ¢t +— 1 et z,+1 = f(x,), pour tout n € N.

Exercice VIII

On note C,? (R,R) le R-espace vectoriel des applications continues et bornées de R dans R. Soient
A €]0,1[ et g € CP(R,R).

1. Montrer qu’il existe une unique fonction f € CP(R,R) telle que :

Ve eR, f(z)=Af(x+1)+g(x).

2. Exprimer f en fonction de g.



