Université de Caen Année universitaire 2007 - 2008
U.F.R. Sciences semestre 5

Licence 3 Mathématiques
Espaces métriques, TD n° 1

Exercice I

Les applications suivantes sont-elles des distances sur R :

L d(z,y) = 25 —y°; 4. d(z,y) = [sin(z — y)|;
2. d(z,y) = [2® — ¢°|; 5. d(z,y) = (x* 4 5y*)|z — yl.
3. d(z,y) = 2% — °|;

Exercice 11

Soient K un corps et n un entier strictement positif. On définit sur K" les applications N7, N3 et
NZ, en posant, pour tout x = (z1,...,2,) € K",

n
X) = Z |xk‘7
k=1

n

Dl

k=1

N (x) = sup [zg].
1<k<n

Montrer que ces trois applications sont des normes sur K" et que celles-ci sont équivalentes.

Exercice 111

Soit E = RN 'espace vectoriel des suites © = (z,,),>0 et soit Y n>0 Gn une série convergente a
termes strictement positifs.
On définit, pour tout = (2, )n>0 € E et pour tout y = (yn)n>0 € E :

j{: |yn "zn‘
Op——7
1+|yn_5€n|

Montrer que d est une distance sur E et qu’elle n’est pas associée & une norme.



Exercice IV

Soit (F,d) un espace métrique, et soit # : Ry — R une fonction croissante, non identiquement
nulle, vérifiant (0) = 0 et, pour tous u,v € Ry, I'inégalité 6(u + v) < 0(u) + 0(v) (on appelle cette
derniére propriété « sous-additivité »).
1. (a) Montrer que pour tout v > 0, on a 6(u) > 0.
(b) En déduire que 6 = 6 o d est une distance sur E.
2. On suppose en plus que 0 est continue en 0. Montrer qu’'une suite de E est une suite conver-
gente de (F,d) si, et seulement si, elle est une suite convergente de (E, ¢).

d(z,y)
1+d(z,y) "

(a) Montrer que d’ une une distance qui a les mémes suites convergentes que d.

3. Pour tous z,y € E, on pose : d'(z,y) =

(b) Les distances d et d’ sont-elles équivalentes ? Conclusion ?

Exercice V

Si x et y sont deux vecteurs du plan R?, muni de la distance euclidienne do, on définit d(z,y) =
do(x,y) si x et y sont colinéaires et d(x,y) = da(x,0) + da(y, 0) s’ils ne le sont pas.

1. Montrer que d est une distance.

2. Décrire géométriquement la boule ouverte B(z,7) := {y € R? | d(z,y) < r} pour z € R? et
r € RT quelconques fixés. On appelle parfois cette distance « SNCF », pourquoi ?

3. Existe-t-il une norme N sur l'espace vectoriel R? telle que d soit la distance associée N ?

Exercice VI
Soient des réels a > 0 et b > 0 et N : R? — R D’application définie par
Vx = (z1,72) € R?,  N(x) = alzi| + blza|.

1. (a) Montrer que N est une norme.
(b) Pour tout réel r, déterminer la boule de rayon r pour cette norme.
)

(c) Montrer que la norme N est équivalente & la norme euclidienne.
é

2. Méme exercice en considérant N : (z1,22) > sup;c(oq] (|21 + t22]).-

Exercice VII

On fixe un nombre premier p. Pour tout a € Z*, on note v,(a) I'unique entier k tel que a = p*a’, out
a' est un entier non divisible par p (autrement dit p?r(2) est la plus grande puissance de p divisant
a). On considére sur Z x Z Papplication d définie par :

—vp(a—b) :
_f pe si a#b
d(a,b) = { 0 sinon.
1. Pour tous n,m € N, calculer d(p”, p™).
2. Montrer que, pour tous u,v € Z, on a d(u — v,0) < max{d(u,0),d(v,0)}.
3. Montrer que d est une distance sur Z (d est appelée distance p-adique).
4. Soient a € Z et ¢ > 0. Montrer que pour tout b € B(a,¢), on a B(b,e) = B(a,¢).



