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Question de cours
Démontrer le résultat suivant :

Théoréme [Heine] Soient (X,d) et (Y,0) deuz espaces métriques, et f une application continue
de (X,d) dans (Y,0). Si (X,d) est compact, alors | est uniformément continue.

Exercice 1

Dans cet exercice, on munit R et R? de la distance euclidienne. Les ensembles suivants sont-ils
fermés, compacts ? Donner leur adhérence lorsqu’ils ne sont pas fermés.

L A={(-)"+%|neN}

2. B:= {‘nfl") |neN\{o,1}}.
3. C:={(z,y) eR?* | oy = =2,z > 0}.
4. D :={(z,y) € R? | 2* + 2zy + 3y*> > 0}.

Exercice 11

Soit [a,b] un intervalle de R et A un réel tel que |A(b — a)| < 1. On munit le R-espace vectoriel
C%([a, b], R) des applications continues de [a, b] dans R de la norme de la convergence uniforme || - ||
(ice. [floc = 5UPpepo sy [£(@)]):

On considére sur C°([a,b],R) la fonction 7" définie par :

x

T(f) :x— )\/ sin(f(t))dt + sin(x)

a

1. Montrer que la fonction T est bien définie sur C°([a,b],R) et & valeurs dans C°([a, b], R).

2. Pour tous f, g dans C%([a, b], R) et tout x dans [a, b], montrer que l’on a :
T(f) (@) = T(g9)(@)] < [M(z = a)l[f = glloo-

3. Montrer qu’il existe une unique application f € C°([a,b],R) vérifiant :

Vr € [a,b], f(x)= )\/gJ sin(f(t))dt + sin(z).



Exercice 111

On fixe un nombre premier p. Pour tout a € Z*, on note v,(a) 'unique entier k tel que a = pFa,
ou @’ est un entier non divisible par p (autrement dit pU»(@) est la plus grande puissance de p divisant
a). On considére sur Z x Z P’application d définie par :

—vp(a—b) :
d(a,b):{p si a#b

0 sinon.

1. Pour tous n,m € N, calculer d(p™, p™).

2. Montrer que, pour tous u,v € Z, on a d(u — v,0) < max{d(u,0),d(v,0)}.

3. Montrer que d est une distance sur Z (d est appelée distance p-adique).

4. Soient a € Z et ¢ > 0. Montrer que pour tout b € B(a,¢), on a B(b,¢) = B(a,¢).

Probléme

Soit un entier strictement positif n. On notera Rlz]<, le R-espace vectoriel des polyndmes &
coefficients réels de degré au plus n. On fixe pour la suite un polynéme P, € R[z]<, ayant n racines
réelles distinctes :

AL > A > > A

Le but du probléme est de montrer un résultat de continuité des racines d’un po-
lynéme comme fonctions de ses coefficients. Plus précisément si un polynéme P est
suffisamment proche de Py, alors il posséde également n racines réelles distinctes.

1. Montrer qu'il existe un réel r > 0 tel que les intervalles [\, — r, A\ + 7] (pour k = 1,...,n)
soient deux a deux disjoints.

2. Montrer que, pour tout k € {1,...,n}, on peut trouver des réels ay, by dans [\ — 7, A\, + 7]
tels que Py(ax)Po(by) < 0.

3. Pour tout élément Q = go + 12 + - - - + ¢, 2" de Rlx]<, on pose :

QI = max{lqol,- -, lgn[} et N(Q)=  sup  [Q(z)].

936[)\7L—T7/\1+T]

On admet que || - || et IV sont des normes sur R[z]<,,.
(a) Montrer sans calcul que les normes N et || - || sont équivalentes.

(b) Trouver un réel § strictement positif tel que :
VQ € R[z]<n, N(Q) < BlQII.

(c) Soit P € R[z]<, tel que

[P — Pl < % -min{|P0(a1)|,...,|P0(an)\, | Po(b1)

Montrer que, pour tout k € {1,...,n}, on a P(ay)P(b;) < 0. En déduire que P a n
racines distinctes.

e [Pofbn) .



