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Question de cours (4 points)

Démontrer le résultat suivant :

Proposition. Soient (X,d) un espace métrigue complet, et f une application contractante de X
dans X . Alors f posséde un unique point fize (c’est-a-dire un point L € X tel que f(L) = L) dans
X. De plus, pour tout a € X, la suite (x,,) définie par xo = a et x,,11 = f(x,) converge vers L.

Exercice I (4 points)
On considére 'ensemble E := {(z1,22) € R? | 21 # 22} et on pose :
ET = {(z1,22) €R? | z1 > x5} et E~ :={(x1,22) €R? | 21 < 25}
1. Montrer que E* et £~ sont ouverts.
2. En déduire que E n’est pas connexe.

3. On considére ’application
Pv: RxR — F
(x,h) +— (x+h,x)

Exprimer E+ et E~ comme images par 1) de parties de R x R.

4. En déduire que £+ et £~ sont connexes.

Exercice II (4,5 points)

Dans cet exercice, on munit R? de la distance usuelle. Les ensembles suivants sont-ils fermés,
compacts 7

L A= {(z,y) €eR* | 2® +y° < 2}.
2. B:={(z,y) €R* | 2® +y +y*> <0}

(On pourra étudier les variations de la fonction y — y + y2.)

3. C:={(z,y) € R? | sin(x) +y*>+1<0}.



Probléme (10 points)

On se place dans 'espace CY(R*,R*") des applications de Rt dans R* continues et bornées,
muni de la norme || - ||, de la convergence uniforme, c’est-a-dire :

VfeGRYRY), [l = sup |f(@)].
z€ERT

On munit de plus R? de la distance d; définie pour tous (a,b), (a’,t’) € R? par :
di((a,b), (a',0)) = |a —a'| + b= V.
On considére enfin I’application ¢ : ]0, +oo[*— Cp(RT,R™") définie pour tout (a,b) €]0, +oc[* par :
#(a,b): RT — RT

a(l — bx) si 0 <
0 six >

1
<3

T
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b

1. Pour tout (a,b) €]0, +o00c[?, tracer le graphe de la fonction ¢(a, b) et calculer ||¢(a,b)]|so-

2. Soient (a,b), (a’,1’) €]0, +oc[? tels que b < b'.

Montrer que, pour tout x € R, on a les inégalités :
! / / 1 11/ a / / a /
|p(a,b)(x) — ¢(a’, V') (z)| < max< |a—d'| + y|ab—ab ,y\b—b| < 2-|a—a|+g-|b—b |.
3. En déduire, pour tous (a,b), (a’,b') €]0, +00[?, I'inégalité :

!/
I6(0,8) = 86" D)l < 2o~ a4 max { .51 100

S Q

4. Pour tout ¢ €]0, 1, on considére 'ouvert :
9 1
E. :={(a,b) €]0,+0[" | a < o b> e}

Montrer que ¢ est lipschitzienne de rapport 262 sur E..
5. En déduire que ¢ est continue sur |0, +oc[?.

6. Pour tout n € N*, on pose A, :={(a, 1) | L <a <1} et &, 1= ¢(4,).

Montrer que &, est compact.

7. Montrer, pour tout entier n € N*, que ¢ est uniformément continue sur A,, mais pas sur
Unen An (on pourra pour cela considérer la suite (¢(1, %))neN* )

8. Soit (d)(ak, %k))keN une suite de (J,,cy €n qui converge vers un élément f € Cp)(RT,R™).

i\/[ontrer que les suites (gzb(ak, nik_)(O))lCEN et (gb(ak, %)(1))}CEN convergent, et donner leurs
imites.

9. En déduire que ¢ est un homéomorphisme de | J,, .y An sur J,,cy En-



