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QUESTIONS DE COURS
Voir cours.
EXERCICE 1

(1) Posons X = {(z,y) € E | 0 < =z < 1}. Les trois distances étant
équivalentes, X est ouvert pour ’une des distances si et seulement si il est
ouvert pour 'une des deux autres distances. Montrons donc que X est ouvert
pour la distance d,, définie par do((z,v), (z',y')) = max(|z — 2'|, |y — ¥/']).
Soit f : E — R définie par f((z,y)) = z. L’application f est 1-lipschitzienne
sur E ( car [f((z,y)) — f((2",y))] = |z — 2| < dx((2,y),(2",¥/))) et donc f
est continue sur E. De ce fait, I'image réciproque par f d’un ouvert de R est
un ouvert de E. Or, ]0,1[ est un ouvert de R et X = f1(]0,1[). D’oti, X
est un ouvert de F.

(2) Soit Y = {1 | n € N*}. Posons z,, = 1 pour n € N*. La suite (2,)n>0
est une suite de Y et lim,,_,, o &, = 0. Donc 0 est dans Y. Mais, 0 n’est pas
dans Y. Donc Y # Y, ce qui montre que Y n’est pas fermé. D’autre part,
% est dans Y. Mais pour tout € > 0, le nombre % + min(%, $) n’est pas dans
Y, puisque ce dernier est dans |1,1[ et que Y N[L,1] = {1,1}. Donc, pour
tout € > 0, la boule B (%, €) n’est pas incluse dans Y. donc Y n’est pas ouvert.

EXERCICE 2
(1)(a) Supposons que Z = § = Z. Dans ce cas, on a
§z,2) =d(z,2) < d(z,y) +d(y, z) = d(z,y) + 0(y, 2).
(b) Supposons que Z = § # 2. Dans ce cas,

8(z,2) =d(z, %) + d(Z,2) + d(Z,2) < d(z,y) +d(y, ) + d(Z,2) + d(Z, 2) =
d(z,y) + (d(y,9) +d(9, 2) + d(Z, 2)) = 6(z,y) + 8(y, 2).
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(d) Supposons que Z # §, T # Z et § # Z. Alors, on a

0(z,2) =d(z,2) +d(Z,2) +d(Z,2) < d(z,%) + (d(Z,7) + d(g, 2)) + d(Z, 2)
<d(z,%)+d(%,9) + 2d(y,7) + d(§,2) + d(Z,2) = §(z,y) + i(y, 2).

(2) (a) Pour tout z,y de E, le réel é(x,y) est positif comme somme finie
de nombres positifs. Si x = y, alors 2 = § et 6(z,y) = d(z,y) = 0.
Réciproquement supposons que 6(z,y) = 0 pour z,y dans E. Si Z = ¢, alors
0 =6(z,y) = d(z,y). Ceci implique que = = y, puisque d est une distance.
Si & # ¢, alors 0 = 6(z,y) = d(z,Z) + d(Z,9) + d(§,y). Puisque chacun des
termes de la somme est positif, ceci impose d(z,Z) = d(Z,7) = d(g,y) = 0.
Comme d est une distance, on obtient x = £ = § = y, ce qui est impossible
puisque Z et § sont distincts par hypothese. D’ou §(z,y) = 0 si et seulement
six =y.

(b) Si # = g, alors d(z,y) = d(z,y) = d(y,x) = d(y,z). Si & # g, alors
6(z,y) = d(z,2) + d(z,9) + d(y,y) = d(z,2) + d(y,2) + d(g,y) = 6(y, ).

(c¢) Pour montrer que ¢ est une distance sur E, il reste & montrer que pour
tout z,y,z de E, on a 6(z,2) < d(z,y) + d(y, z). Dans la question (1), on a
montrer que cette inégalité est vérifiée dans un certain nombre de cas. Le seul
cas non traité par la question (1) est la cas  # § = Z. Mais dans ce dernier
cas, I'inégalité est une conséquence du cas (b) de la question (1) et de la pro-
priété de symétriede § : §(x,2) = (2, z) < §(z,9)+0(y, ) = 6(z,y)+0(y, 2).
Donc, § est bien une distance sur E.

(3) Si (z,y) est dans E, on déduit facilement des formules définissant § que
0((z,v),(0,0)) = |z| + |y|. Donc, Bs((0,0),1) est égale & la boule de E de
centre (0,0) pour la distance fondamentale §;. C’est donc un losange dont
les sommets sont les points (i, j) avec i, j dans {—1,1}. Si (z,y) est dans E
avec ¢ différent de 0, alors §((0,1), (z,y)) =1+ |z| + |y| > 1. Donc

B5((0,1),1) ={(0,9) € E | [y — 1] <1} = {(0,) | y €]0,2[}.

Enfin, si (z,y) est dans E avec z différent de 0, on déduit immédiatement
des formules que 6((0,1), (z,y) = 1+ |z| + |y| = 1 + §((0,0), (z,y)). Donc,
(z,y) est dans Bs((0,1),2), si et seulement si z = 0 et y est dans [—1,2], ou



bien (z,y) est dans Bs((0,0),1). D’ou,
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(4) L’exemple de la question (3) montre immédiatement que les distances d
et § ne sont pas ne sont pas topologiquement équivalentes : En effet, dans
cet exemple, la boule Bs((0,1),1) est ouverte pour ¢ alors qu’elle n’est pas
ouverte pour d (par exemple, pour tout € > 0, '’élément (5,1) n’est pas
dans Bjs((0,1),1), et donc la boule B4((0,1),€) n’est jamais incluse dans
Bs((0,1),1) ). Puisque d et 0 ne sont pas nécessairement topologiquement
équivalentes, elles ne sont pas nécessairement équivalentes (deux distances
équivalentes sont topologiquement équivalentes).

PROBLEME

Partie 1

(1) Par hypothese, O est compact; donc il est borné, et il existe M > 0 tel
que pour tout y de O, on a ||y|| < M. Soit n dans N. Comme f(O) est inclus
dans O, par récurrence sur n, on voit facilement que pour tout entier n le
vecteur f"(x) est dans O. On en déduit que

L 1 n+1 2M

— = — < < .

1f (Fn(@))=Fal@)l = | ——= (f* (@) —2)ll < —— (I @)l+]2ll) < ==
Comme lim,, , f—f’l =0, on a aussi lim,,_, 1 ||f(F.(z)) — F.(z) — 0|| =0,

ce qui signifie (par définition) que lim,, o f(Fn(z)) — F,(z) = 0.
(2) On a vu au cours de la premiére question que pour tout entier n, le
vecteur f*(x) est dans O. D’autre part, pour n > 1 on a

1 n 1 1
F, = " F,_ = " 1-— F,_ .
(@)= 2 @) + R () = @)+ (1= — ) Fas (@)
Puisque #1 est dans [0, 1] et que O est convexe. on on obtient par récurrence

sur n que F,(z) est dans O pour tout entier n (Pour n = 0, on a Fy(z) = x
qui est bien dans O).
(3) Considérons la suite (Fy,(z))n>0. C’est une suite de O, qui est compact.
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Donc, cette suite possede une sous-suite (Fyn)())n>0 qui converge dans O
vers un certain élément y (de O). Puisque l'application f est continue sur
E, la suite (f(Fym)()))n>0 converge vers f(y). Ceci implique que la suite
(f(Fom)(x)) — Fpm)())n>0 converge vers f(y) —y dans E. Mais cette suite
est une sous-suite de la suite (f(F,(z)) — Fn(x))n>0, qui converge vers 0
d’apres la question (2). La suite (f(Fy(m)(2)) — Fyn)())n>0 converge donc
aussi vers 0. Par unicité de la limite, on a f(y) —y = 0 et y est un point fixe
de f.

(4) L’application ¢ : E — FE définie par ¢(z) = f(z) — x est continue,
puisque f est continue. Or Fix(f) = ¥ ~'({0}) et {0} est fermé puisque c’est
un singleton. L’image réciproque d’un fermé par une application continue est
un fermé. Donc Fix(f) est fermé dans E. Les compacts sont fermés, donc
O est aussi fermé dans E. Ceci implique que Fix(f) N O est un fermé de F,
puisqu’une intersection finie de fermés est fermé. On a donc que Fix(f) N O
est un fermé de E; mais, il est inclus dans le compact O. D’apres le cours,
cela implique que Fix(f) N O est un compact de E. D’autre part, ce compact
n’est pas vide puisqu’il contient ’élément y de la question (3).

Partie 2 (1) la sphere S(0,1) est compacte, puisqu’elle est fermée et bornée
dans ’espace vectoriel E' qui est de dimension finie.

(2) (a) Soit z dans S(0,1). Par hypotheése sur O, il existe ¢g > 0 tel que
B(0, ) est inclus dans O. Puisque ||9z| = 2[|z]| = 2, le vecteur Lz est
dans O est ’ensemble Y, = {\ € RT | Az € O} n’est pas vide. Puisque O
est majoré par M (défini dans la question (1) de la partie 1), ’ensemble Y,
est aussi majoré par M (si A est dans Y alors A = \||z|| = [ \z|| < M). Or,
toute partie non vide et majorée possede une borne supérieure. Notons A, la
borne supérieure de Y,. Par définition de A\, ’ensemble RTz N O est inclus
dans [0, Azz] ( = {tA;z | t € [0,1]}). Maintenant, A, = supY,, donc il existe
une suite (A,),>0 de Y, qui tend vers \,. La suite (A\,z),>0 est alors une suite
de O qui converge vers \,x. Mais O est compact donc fermé ; on en déduit
que A,z est dans O. Or 0 est dans O, par hypothese, et O est convexe. Donc
[0, \;z] est dans O (et bien entendu dans Rt z). D’ou Rtz N O = [0, \,z].



(b) Soit A dans [0, \,[. Il existe ¢ dans [0, 1] tel que A = t)\,. Soit €y comme

dans la question (1). Posons € = (1 — t)eg. Considérons z dans B(Az,€).

Alors z = Az + (2 — Az) = tA,z + (1 — )15 (2 — Az). Mais |15 (z — Az)|| =
1

= (z = Az)|| < 755€ = €0. Donc 15 (z — Az) est dans la boule B(0, ¢o) est

par conséquent est dans O. Or O est convexe, donc [A,z, 75(z — Az)] est
inclus dans O; donc z est dans O et B(Az,¢€) est incluse dans O. D’ou Az est
dans l'intérieur de O pour tout A dans [0, \,|[.

(c) Puisque O est fermé, Rz N §(0) est inclus dans Rtz N O. Donc, Rtz N
d(O) est inclus dans [0, §,z|. Mais [0, §,z[ est inclus dans U'intérieur de O par
la question précédente . Donc Rtz N §(O) est vide si A,z est dans l'intérieur
de O, et R"2zN§(0) est égal & {\,x} sinon. Mais pour tout € > 0, le vecteur
(Az + 5)z n’est pas dans O (puisque Rtz N O = [0, A\,z]) alors qu’il est
dans B(A,z,¢€) (puisque [|A; + 5)z — Az|| = §)||z]| = §). Donc pour tout
€ > 0, B(\;x,€) n'est pas inclus dans O. On en déduit que ),z n’est pas un
point intérieur & O et finalement que Rz coupe §(O) uniquement au point
g(z) = N\z.

(3) D’aprés le cours, 6(0) est fermé. Mais il est inclus dans, puisque O
est fermé, §(0) est inclus dans O. Donc §(O) est un fermé qui est inclus
dans un compact. Il est donc compact. Soit ¢ : 6(0) — S(0,1) définie par
o(z) = H;_II Notons que ¢ est bien définie puisque 0 n’est pas dans §(O)
(par hypothese, 0 est intérieur & O). L’application ¢ est continue (comme
quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas) sur le
compact 6(0). De plus ¢ est bijective de 6(O) sur S(0, 1) avec pour inverse
la fonction g (par construction g(z) est I'unique point de (RJ’”:—H) N 6(0)).
Donc ¢ est un homéomorphisme de §(O) sur S(0, 1) et son invere, qui est la



fonction g, est un homéomorphisme de S(0, 1) sur §(0O).

(4) Soit ¢ : B(0,1) — E définie par ¢(x) = [lz[lg(fZy) si = est différent
de 0 et (0) = 0. Puisque g est continue et que B(0,1) — {0} est ouvert
dans B(0, 1), 'application v est continue sur B(0,1) en tout z différent de 0.
Maintenant, pour z # 0 on a ||¢(z)|| < [|z||M car g(H;—”) est dans O. Donc
lim,_,o%(x) = 0 = 1(0). L’application 1 est continue sur B(0,1) et I'image
de [0,z] pour z dans S(0,1) est [0, \,x] par construction. Donc I'image de
B(0,1) = Umes(o,l)[o,x] est Umes(o,l)[o,)\zx] = Umeg(o)[o,x] C O. Mais O
est aussi inclus dans U,cs(0)[0, ] car si = est dans O, et non nul, alors x

est dans R+ﬁ N O. Ceci montre que 'image de ¥ est O. Enfin, ¢ est

injective, car si ¥(x) = ¥(y) avec z et y dans B(0, 1), alors soit x = y = 0,
soit ||1'||g(”;—”) = ||y||g(ﬁ) Mais ce dernier point impose Zr = ¥, puis
llz|| = |lyl|, et finalement z = y. Donc v est une application continue et
injective sur B(0,1) d’image O. Puisque la boule B(0, 1) est compacte (elle
est fermée et bornée en dimension finie), 9 est un homéomorphisme de B(0, 1)
sur O.



