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Chaque candidat doit en début d’épreuve porter son nom dans le coin de la
copie, qu’il cachera par collage apres signature de la feuille d’émargement. Il
devra en outre porter son numéro sur chacun des intercalaires.

Tous les documents (dont calculatrice et téléphone portable) sont interdits.
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QUESTIONS DE COURS

(1) Rappeler la définition des trois distances fondamentales de R? et pour
chacune de ces distances dessiner la boule ouverte B((0,0), 1).

(2) Soit (E,d) un espace métrique. Soit a dans E et r un réel strictement
positif. Montrer que B(a,r) est un ouvert de E.

EXERCICE 1

Soit £ = R? muni de I'une des trois distances fondamentales.
(1) Montrer que I’ensemble {(z,y) € E | 0 < x < 1} est un ouvert de E.
(2) Montrer que ensemble {2 | n € N*} n’est ni ouvert ni fermé.

EXERCICE 2

Soit (F,d) un espace métrique. Soit A une partie non vide et fermée de E.
On rappelle que pour z dans E, on pose d(z, A) = infyc4 d(z,y).

On suppose que pour tout x de E il existe un unique Z dans A tel que
d(z,A) = d(z,z). On définit 'application § : E x E — R par

d(z,y) = d(z,y) si & = 7;
d(z,y) =d(z,z) +d(Z,9) + d(g,y) sinon.
(1) Soit z,y,z dans E. Montrer que §(z, z) < (x,y) + 6(y, z) dans chacun
des cas suivants :
(@)i=g=2% (b)2=7#% (c)T=2#7
() 4G, 545t §+2
(2) Montrer que § est une distance sur E.



(3) On suppose que E = R?, muni de la distance euclidienne, et on considere
A={X = (z1,75) € R? | z, = 0}. On a ainsi X = (z1,0) pour X = (z,z5).
Représenter graphiquement les boules suivantes (pour la distance J) :

(a) B((0,0),1) ;

(b) B((0,2),1) ;

(c) B((0,1),2).

(4) Les distances et d sont-elles nécessairement équivalentes, topologique-
ment équivalentes ?

PROBLEME

On fixe (E, || - ||) un R-espace vectoriel normé et une partie O convexe com-
pacte non vide de E.

On rappelle que O est convexe signifie que pour tous z,y de O et tout A dans
[0, 1], ’élément Az + (1 — A)z est dans O.

Les deux parties sont indépendantes.

Partie I:

Soit f une application linéaire continue de E dans E. On suppose que f(O)
est inclus dans O. On pose F,, = %H(IdE+f+- <~ f™)ou f"est fofo---of
(composé n fois : f2 = fo f). Soit x dans O.

(1) Montrer que lim, o (f(Fr(x)) — Fn(z)) =0

(2) Montrer que F,(z) est dans O pour tout entier n strictement positif (on
pourra écrire F,(x) en fonction de = et de F,_1(z) ).

(3) Montrer que f posséde un point fixe dans O.

On pose Fix(f) ={z € E | f(z) = z}.

(4) Montrer que Fix(z) N O est un compact non vide de E.

Partie II:

On suppose dans cette partie que E est de dimension finie. On suppose
également que O est un voisinage de 0.

(1) Justifier que S(0, 1) est compact dans E.

(2) Soit z dans S(0,1). On pose Rtz = {\z | A € RT}.

(a) Montrer que Rtz N O = [0, A,z] avec A\, = sup{\ € R" | Az € O}.

(b) Montrer que pour tout réel A dans [0, A.[, le point Az est dans D'intérieur O
de O.

(c) Montrer que la demi-droite Rz coupe la frontiére §(O) de O en un unique
point, que 'on notera g(z).

(3) Montrer que 6(O) est compact dans E puis que g est un homéomorphisme
de S(0,1) sur §(0O).

(4) A Taide de I’homéomorphisme g, construire un homéomorphisme de
B(0,1) sur O.



