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Chaque candidat doit, au début de I’épreuve, porter son mom dans le coin de la
copie qu’il cachera par collage aprés avoir été pointé. Il devra en outre porter
son numéro de place sur chacune des copies, intercalaires, ou piéces annexées.
L’examen est constitué de 3 exercices et un probléme indépendants et comporte
2 pages.

Exercice 1 (Question de cours)

Démontrer le résultat suivant :
“Soient F, F' deux espaces normés, on suppose que E est de dimension finie. Soit
f une application linéaire de E' dans F. Alors f est continue.”

Exercice 2

Soit £ = R® muni d'une des trois distances fondamentales.
1. Que peut on dire d’une partie de E qui est & la fois ouverte et fermée 7

2. Les ensembles suivants sont t-ils des ouverts ? des fermés ? des compacts de
E:

(a) A={(z,y,2) e R* |22 +y* + 226 < 1};
(b) B={(z,y,2) e R* |22 432+ 2% < 1};
(¢) C={(z,y,2) € R? | cos?(z) + cos?(y) + cos?(z) < 1}.

Exercice 3

On note d; la distance sur R associée & la valeur absolue et ds I'une des trois
. 2
distances fondamentales sur R”.

1. Montrer que pour tout a € R, R\ {a} muni de la distance induite par d,
n’est pas connexe.

2. Montrer que pour tout M € ]RQ, R? \ {M} muni de la distance induite par
da, est connexe par arcs.

3. En déduire que (R, d;) et (RQ, d3) ne sont pas homéomorphes.

Probléeme
E désigne l'ensemble des suites X = (z,,),>1 & valeurs dans [0,1]. On pose pour
X =(zn)n>1 € EetY = (yn)n>1 € E,

+oo
d(X,Y) = Z 27”71|xn — Yn|

n=1



1. Montrer que d est une distance sur F.

2. Sur RY on prend la distance dy définie par dy(z,y) = sup;<,<y [Tn — Unl
pour tout x = (x1,...,2xN) et tout y = (y1,...,Yn)-
(a) Pour un point a = (ag,...,a,) € R"Y, déterminer By (a,r) la boule

N .
ouverte de R™ de centre a et de rayon r > 0, en 'exprimant comme un
produit d’ensembles simples de R.

(b) Montrer que pour tout r > 0, [0,1]" C Ugefo, 117 Bn (a, 7).

(¢) En déduire que pour tout r > 0, il existe un nombre fini de points
Al = (dl,...,dl) €0, 1]V (i=1,...,7), tels que

(0,11 c UI_ By (A% 7) (%)

3. On se place dans (E,d).

+oo
€
Soit € > 0 fixé. On fixe aussi N vérifiant Z 2l < 7
n=N+1
Soient A',..., A" les points de [0,1]" vérifiant la relation (x) pour r = £.

On définit ensuite pour tout i € {1,...,7} X' = (2!,)p>1 € E par
al, =al, pour n < N etal =0pourn>N+1.
Soit X = (2p)ns1 € E.

(a) Montrer qu'il existe i € {1,...,r} tel que (z1,...,2x5) € By(A4", 5).
(b) En déduire que d(X, X?) < e.
£

(c) EQue gxeut on en conclure pour E et les boules B(X",£) (i =1,...,r) de
E.d)?

4. Le but de cette question est de montrer que (F,d) est complet.
Soit (Y?),>1 une suite de Cauchy de E. On note Y? = (y),,>1.

(a) On fixe n > 1, montrer que pour tout p,¢ > 1 on a [yf — y2| <

2nF1d(XP, X9). En déduire que la suite (y2),>1 converge lorsque p tend
a Pinfini vers un élément y, € [0,1].

b) Soit £ > 0, puisque la suite (Y?),>1 est de Cauchy, il existe pg = po(e) >
p>
1 tel que Vp,q > po : d(Y?,Y?) < 5. On fixe un entier M > 1.
h—

M
i. Montrer que si p, g > pg alors Z 1y <
n=1

€
on+1 2°
. P z |yﬁ B yn|
ii. En déduire que pour tout p > pq : Z Tomil

n=1

€
< -
-2

(c) En déduire que (Y?),>1 converge vers Y = (y,)n,>1 dans (E,d) et
conclure.

5. En déduire que (E,d) est compact.
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