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Cours: voir cours
Exercice

(1) Soit f et g dans F et A, 4 dans R. Soit z dans R.On a:
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Donc pour tout z de R on a ®(Af + ug)(z) = A®(f)(z) + u®(g)(z). Dot D(Af +
ug) = AP(f) + u®(g), et @ est linéaire. De plus, pour tout = de R, on a
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Maintenant, on a
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(car cette derniére intégrale est convergente). D’ott, |®(f)(z)| < 3| f|loc pour tout
z deR, et [|®(f)||oo < ||f]loo pour tout f dans E. On en déduit que ® est continue
et |||®||| < . Considérons f; : R — R définie par fy(z) = 1 pour tout = de R. fo
est constante donc continue et bornée sur R. Donc fy est dans E et on a || fol|loo = 1.
De plus on a ®(fo)(z) = ﬁ fj;o e~ (=2t = 1 pour z dans R, comme vu plus
haut. Donc ®(fo) est aussi une fonction constante (qui vaut 1) et ||®(fo)|/co = 3.

Ceci implique |||®||| > % =1.Onen dduite finallement que
1
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(2) On fixe h dans E. Soit ¥ : E — E définie par ¥(f) = ®(f)+h pour tout f dans
E. Alors pour tout f,g dans E, on a ||[¥(f) — ¥(g)|| = ||2(f) + b — (®(g9)) + A =
1®(f) — @(g)|l = |®(f — 9))Il < 3|l — gll- Donc ® est contractante. Mais d’apres
le cours F est complet, car R I'est. Donc d’apres le théoréme du point fixe, il existe
une unique application f dans E tel que ¥(f) = f. d’ou, il existe une unique
fonction f dans E telle que Vz € R, &(f)(z) + h(z) = f(x).



Probléme

Partie I : distances sur (2
1) Soit = dans E, et X,Y dans . Soit M et N dans R tels que pour tout n dans
N, d(z,X(n)) < M et Vn €N, d(z,Y(n)) < N. Alors, pour tout entier n on a

0<d(X(n),Y(n)) <d(X(n),z)+dY(n),z) <M+ N.

Donc l’ensemble {d(X(n),Y(n)) | » € N} est minoré par 0 et majoré. Donc
sup{d(X(n),Y(n)) | » € N} est un réel positif: I’application d., est & valeur
dans RT. Si 6, (X,Y) = 0, alors pour tout entier n, d(X(n),Y(n)) = 0. Puisque
d est une distance sur E, on a alors X (n) = Y(n) pour tout entier n; c’est-a-dire
X =Y. La réciproque est immédiate. La propriété de symétrie est claire :

b0 (X, Y) = sup{d(X(n),Y(n)) | n € N} =
sup{d(Y(n), X(n)) [ n € N} = 6oo(Y, X).

Enfin si Z est aussi dans 2, pour tout entier n, on a
d(X(n), Z(n)) < d(X(n),Y(n)) + d(Y(n), Z(n)) < boo(X,Y) + 600 (Y, Z).

Donc 6o0(X, Z) < §oo(X,Y) + 600(Y, Z). Ainsi, §o est une distance sur Q.

2) Si n,m sont dans N avec n > m alors 0 < 27" = 2% < 2%” = 27", Soit X,Y
dans Q. Ona 0 < §(X,Y) < 2° = 1. En particulier, application § est & valeur
dans RT, et par définition de §, on a §(X,Y) = 0 si et seulement si X =Y. Il est
clair que 6(X,Y) = 6(Y,X). Supposons que Z est aussi dans . I est clair que
siX=YouX=ZouY = Z, alors §(X,Z) < §(X,Y)+6(Y,Z). Supposons
que X,Y, Z sont deux & deux distincts ; notons n; = inf{m € N | X(m) # Y (m)},
ny = inf{m € N | Y(m) # Z(m)} et ng = inf{m € N | X(m) # Z(m)}. Si
m < min(nq,ng2), alors Y(m) = X(m) = Z(m). Donc ng > min(nq,n2). D’ou,
§(X,Z)=2""s <2 min(mm2) <974 9" — §(X,Y)+6(Y, Z). Donc 6 est bien
une distance sur €.

3)Ona B(X,2) ={Y € Q|§(X,Y) <2}et B(X,}) ={Y € Q| §(X,Y) < }.
Dans la question précéente, on a vu que pour tout Y, on a §(X,Y) < 1. Donc
B(X,2) = Q. Soit Y dans Q. Si Y = X, alors Y est dans B(X, ). Supposons
Y # X et notons n = inf{m € N | X(m) # Y(m)}. Alors Y est dans B(X, ;) si
et seulement si 27" < 7 = 272, c’est-a-dire si n > 2. Donc B(X,3) = {Y € Q|
¥(0) = X(0); Y/(1) = X(1)}.

4) (a) L’application ¥ : z + ¥, est un plongement isométrique de (E, d) dans (£2, 0s)
si pour tout z,y de E, on a d(¥(x),¥(y)) = d(z,y). Soit z,y dans E. Pour
tout entier positif n on a d(¥,(n),¥,(n)) = d(z,y). Donc du(¥(z), ¥(y)) =
sup{d(¥;(n), ¥y(n)) | n € N} = d(z,y).

(b) L’image d’un connexe par une application continue est connexe. Puisque E
est connexe, pour montrer que ¥ n’est pas continue, il suffit de montrer que ¥(E)
n’est pas connexe. Soit  dans E. D’apres la question 3), B(¥(z),3) = {Y € Q|
Y (0) =Y(1) = z}. Donc ¥(E)NB(¥(z), ) = {¥(z)}. Mais de la méme fagon, on
a B(¥(z),3) ={Y € Q| Y(0) = z}. Donc on a aussi ¥(E)NB(¥(z),1) = {¥(z)}.
D’ou, {¥(z)} est & la fois ouvert, fermé, non vide et dans ¥(FE) et distinct de ce
dernier. Donc ¥(FE) n’est pas connexe et ’application ¥ n’est pas continue pour 6.
(c) Si d et 6o étaient équivalentes sur 2, ¥ serait continue pour 1'une si et seule-
ment si elle est continue pour l'autre. Mais, L’application ¥ est un plongement



isométrique de F sur 2 pour la distance A,,. En particulier elle est continue pour
la distance d,. Mais ¥ n’est pas continue pour §. donc les distances o, et & ne
sont pas équivalentes sur €.

Partie IT : compacité

(1) L’application ¥ est un plongement isométrique de F dans Q muni de duo.
Puisque E n’est pas borné, 'ensemble Q n’est pas non plus borné pour ... Par
conséquence, il n’est pas compact pour cette distance.

(2)On a vu que pour X dans , Pensemble 2 est égal & la boule ouverte B(X,2)
pour §. Il est donc borné pour §. (3) Non, ’'ensemble Q n’est pas compact pour
6 bien qu’il est fermé et borné. Puisque E est infini, on peut choisir une suite
injective (z,,)nen de E. Alors, §(¥(x,,), ¥ () = 2° = 1 pour tout entiers n,m
distincts. En paticulier aucune sous-suite de la suite (¥(z,))nen n’est de Cauchy
pour é. Donc la suite (¥(z,,))nen ne posséde aucune sous-suite convergente pour 6.
On en déduit que 2 n’est pas compact pour J.

Partie IIT : complétude

(1) Soit (Xm)men est une suite de Cauchy de Q pour 4.

(a) Soit n dans N et ¢ tel que 0 < ¢ < 5. Puisque par hypothese (X,,)men est
une suite de Cauchy, il existe ¢(n) dans N tels que pour tout m,m’ > ¢(n), on
a 0(Xpm, Xmr) < €. Posons y, = Xym)(n). Soit m > p(n). Alors, on a X,, =
Xo(n), ou bien Xy, # Xy et n+1 < inf{r € N | Xp,,(r) # X,(n)(r)} puisque
2~ Inf{reNIXm (M#Xe(n) (M} < ¢ < 27", Dans les deux cas, on trouve que X,,(n) =
Xo(n)(n) = yn-

(b) Soit € > 0. Il existe un entier positif n tel que 2™ < . Posons

mo = max{p(k) | 0 < k <n}.

Pour m > my et tout entier k avec 0 < k < n, onam > p(k) et donc X, (k) = yx
Y (k). Donc, pour tout entier m > my, on a X,, =Y, ou bien inf{k € N | X,,(k
Y (k)} > n; dans les deux cas, on a §(X,,,Y) < 27" < & Donc lim;, s 400 X =
pour la distance 6.

(c) Les questions (a) et (b) ont permis de montrer que toute suite de Cauchy de Q2
pour la distance § converge pour cette distance. Donc €2 est complet pour §.

(2) Supposons que la suite (X,,)men converge vers Y dans Q pour d. Alors on
a limy, 4+ 00 000 (Xm,Y) = 0. Fixons un entier positif n. On a ’encadrement

0 < d(Xm(n),Y(n)) < sup{d(Xm(k), Y (k)) [ k € N} = boo(Xm,Y).
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Donc limy,—s 400 d(Xm(n),Y(n)) = 0 et la suite (X (n))nen converge vers Y (n)
dans F pour la distance d.

(3) L’application ¥ est un plongement isométrique de E dans Q. Donc E est
complet si et seulement si U(E) est complet. Donc, si  est complet pour d, alors
E est complet pour d si et seulement si U(E) est fermé dans €. Soit Y dans
et supposons qu’il existe (X, )nen une suite de U(E) qui converge vers Y dans 2
pour d. Par hypothése, pour tout entiers n,,j, on a X, (i) = X,(j). D’apres la
question (2), pour tout entie r n, on a

Donc Y est dans ¥(E), et ce dernier est donc fermé. D’ott E est complet

(4) Si E complet, alors Q est complet d’aprés le cours : si (F,d) est un espace
metrique complet et A un ensemble, alors ’ensemble des applications bornées de A
dans F' est complet pour la norme de la convergence uniforme.



