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QUEST{ONS DE COURS : Voir cours
PROBLEME 1 : On fixe n dans N*. On munit C de sa norme usuelle. On
munit M, (C) de la norme || - || définie par

|All oo = maxi<i j<nlai,;l

si les a; ; sont les coefficients de la matrice A.

Partie I :

(1) (a) p(0) = (1+0-(r—1))et*? =1 et g, (1) = (1 + (r — 1))e¥ = 2.

(b) L’application ¢, est continue comme composée et produit de fonctions con-
tinues. De plus, [0,1] est connexe par arc puisque c’est un intervalle de R.
L’ensemble ¢,([0,1]) est 'image par une application continue d’une partie con-
nexe par arc de R. Il est donc connexe par arc.

Soit z dans ¢.([0,1]) et ¢t dans [0,1] tel que ¢.(t) = z. Le module de = est
|z| = |1 +t(r —1)] = |1 — ¢t + tr|. Puisque t est dans l'intervalle [0,1], on a
|z|] = 1 —t+ ¢tr > min(1,7) > 0. Donc, z est non nul et ¢.([0,1]) est inclus
dans C*.

(c) Pour tout nombre z de C* I’ensemble ¢,([0,1]) est connexe par arc par la
question (b). De plus, 'ensemble N ccx ¢, ([0, 1]) est non vide puisqu’il contient
0. Donc, U,ec+¢2([0,1]) est connexe par arc comme réunion de connexes par
arc d’intersection non vide. Il est clair que C* est égal & U, ¢ ([0, 1]), puisque
que ce dernier est par définition inclus dans C* et que tout élément z de C* est
dans ¢,([0,1]). Donc C* est connexe par arc.

(2) My (C) est un espace vectoriel de dimension finie. Il est donc complet et
connexe. Par contre, M, (C) n’est pas compact pour la norme | - || infinie,
puisque qu’il n’est pas borné par linéarité de la norme.

(3) L’application déterminant de M, (C) dans C est continue car polynomi-
ale en les coordonnées dans la base canonique de M,(C). Puisque dans C,
I'ensemble {0} est un singleton, il est fermé et C* est ouvert dans C. Donc
GL,(C) est ouvert dans M,(C), comme image réciproque d’un ouvert par
une application continue. Le sous-ensemble GL,(C) n’est ni complet ni com-
pact dans M, (C). En effet, toute partie compléte ou compacte est fermée;
mais GL,(C) n’est pas fermé puisqu’il est ouvert et que M,,(C) est connexe.
(4) Soit T I'ensemble des matrices triangulaires supérieures inversibles de G L, (C).



Pour ¢ dans [0, 1] on pose

0n(t) tarp - tain
0 gt
Tr(t) = . #xa (1)
’ tan—l,n
0 0 ¢..(t)
¢ (0) 0 - 0
(@) Tr(0) = Idy et To1) = | 0 %= b g
: . 0
0 0 ¢..(0)

dans [0, 1]. Par définition de Y1, la matrice Yr(t) est triangulaire supérieure; de
plus, det(Yr(¢)) = @a, () - - - @2, (t). Donc det(YT7(t)) est non nul et la matrice
Tr est dans T.

(b) Soient t et ¢’ dans [0, 1], alors

/ / !
— = () — ¢, it — <
IT2(6) = Tr(¢)ow = max( max lpei(t) = o (¢, max fais(¢=¢)]) <

/ ’
(t) — ¢, =) <
1ax [z, (t) = ¢z () + | max aq;(t — )] <

6= 1Tl + max [pa,(t) — au(t):

(c) On applique la méthode de la question (1)(c) Soit ¢t dans [0, 1]. Soit & > 0.
Chaque application ¢; est continue. Donc, pour chaque i il existe 17; > 0 tel
que pour tout t' dans [0, 1] tel que [t —t'| < 7, on a ¢, (t) — ¢, (#')] < 5. Soit
n = min(§ ||T'||oo, miny<j<n 7;). Alors, pour ¢’ dans [0, 1] tel que |t —¢'| <7, on
a d’aprés la question précédente, ||T7(t) — Tr(t')]co < € et I'application T est
continue sur [0, 1]. Puisque [0, 1] est connexe par arc, T ([0, 1]) est aussi connexe
par arc. Il est en particulier connexe. D’aprés la question (4)(a), pour toute
matrice T dans T, ’ensemble Yr([0,1]) est inclus dans T. Inversement, toute
matrice T' de T est dans Tz ([0, 1]). Donc T est égal & e T7([0,1]); il est con-
nexe comme réunion de parties connexes d’intersection non vide ('intersection
contient la matrice Id, par la question (4)(a)).
Partie II :
Soit £ = C™. On note les éléments de F en colonne. On munit £ d’une norme
quelconque || - ||. On note L(E) ’espace vectoriel des endomorphismes de E.
IIf ()l

]l
(1) Puisque E est un espace vectoriel de dimension finie, toute application
lindaire dans L(FE) est continue. L’application ||| - ||| est une norme sur £(E)
(puisque c’est une norme sur l’espace vectoriel des applications linéraires con-
tinues de E dans E d’aprés le cours).
On choisit A dans M,,(C) et on définit 'application f4 : E — E par

Pour f dans L(E), on pose |||f||| = SUP,cE, 20

fa(X) = AX.

(2) L’application fa est par définition une application de F dans E. Vérifions
que fa est linéaire. Soit X,Y dans E et A\,u dans C. Alors fa(AX 4+ pY) =
AMX +pY) = MAX 4+ pAY = Afa(X) + pfa(Y). Dol fa est linéaire.



(3) Soit A une valeur propre de f4. Fixons X un vexteur propre de A associé a la
valeur propre A. Alors, |[fa(X))|| = ||AXA|| = ||AXAll = |A|[|XA]l- Puisque Xx
[faCGON o IFaIN _
> = Al
X ([ Xl
(4) On suppose maintenant que ||-|| est la norme N,. On rappelle que la norme
T

est non nul, on déduit que |||fal|| = supxcp, x0

Ny, sur E est définie par Ny : = max;<i<n|Til.
Zn
T1
Soit X = un vecteur non nul de E. On note a; ; le coeflicient %, j de
Tn
D i @i T
la matrice A. On a f4(X)=AX = . Donc,

n
Zi:l Qi nT;

n
< maxi<j<n (Z |ai,j||$i|> <

n

E ai,jxi

|£4(X)]| = maxi<j<n

=1 =1
> Allcleid = 14l Y il < ALl X .
i=1 i=1
Donc,
)]
igalt > M2 — .



PROBLEME 2
(ENS Cachan 1988 — Partie I questions 1,2,3)

Soit K I’ensemble des compacts non vides de C. Pour K dans K et z dans
C, on définit 'application dx : C — R* par dx(z) = d(z, K), c’est-a-dire que
dk(z) =infzex |2 — 2|

Partie I : Distance sur K

(1) Soit K dans K.

(a) Soit z dans C. Soit z et 2’ dans C. D’aprés l'inégalité triangulaire on a
| |z —z| — |z’ —z| | < |z —2'|. Donc l'application z — |z — z| est 1-lipschitzienne
sur C. Elle est donc continue sur C. L’ensemble K est un compact non vide
de C. Donc, lapplication = — |z — z| est bornée sur K et y atteind ses borne.
En particulier, il existe £(z, K) dans K tel que |z — (K, 2)| = infyek |2 — z|;
D’ou le résultat.

(b) Soit z; et zp dans C. Soit &(z1,K) et £(z2,K), comme définis dans la
question (a). Puisque 1'élément £(z2, K) est dans K, par définition de dg(21)
onadg(z1) < |21—€k(22)|. Mais on a aussi |21 —€x (22)] < |21 —22|+|22—Ex (22)]
d’aprés I'inégalité triangulaire. Par conséquent, on a dx (21) < |21 — 22| +dx (22).
En échangeant les réles de z; et z2, on obtient di(z2) < |22 — 21| + dk(21) par
symétrie. Ces deux inégalités donnent I'inégalité |dx (z1) — dr (22)| < |21 — 22|
On en déduit que ’application dg est 1-lipschitzienne sur C et qu’elle est donc
aussi continue sur C.

(c) Soit z de C. D’apres 'inégalité triangulaire, pour tout = dans K, on a
|z —z| < |z —&(z,K)|+ |£(2,K) — z| = dx(2) + |€(2,K) — z|. Mais K est
compact. Il est donc borné et il existe M(K) > 0 tel que pour tout z,y dans
K,ona|ly—z| < M(K). Comme {(z, K) est dans K, on a pour tout z de K,
|z —z| < M(K) + dg(z).

(2) Soit K7 et Ko dans K.

(a) Par hypothese, K; et Ky sont compacts. Ceci implique que K; UK est aussi
compact (réunion finie de compacts). Il existe ainsi une constante M (K, K2)
telle que pour tout z,y dans K1UKy, on a |[y—z| < M (K1, K2). Soit maintenant
z dans C. D’apres la question (1)(a), il existe £(z, K1) dans K; et £(z, K2)
dans K> tels que dg, (2) = |z — &(z, K1)| et dk,(2) = |z — &(2,K32)|]. On a
alors |dk, () — dk,(2)| = ||z — &(2, K1)| — |z — &(2, K2)||- Mais par l'inégalité
triangulaire dans R,

||Z - 6(2, K1)| - |Z - £(zaK2)|| < |£(Z, Kl) - £(Z, K2)| < M(KI’KQ)'

D’ou l'inégalité voulue. On a montrer qu’il existe une constante M (K, K>)
telle que :
Vz € C, |dk,(2) — dk,(2)| < M(K1, K»).

(b) Supposons K; C K. Pour tout zde C, on a inf,ck, |z—z| > infck, |2 — 2]
et dg, (2) > dk,(2).

Inversement supposons que pour tout z de C, on a dx, (z) > dk,(z). Soit z dans
K; quelconque fixé. On a 0 < dg,(2) < dk,(2) < |z — 2| = 0. Ceci implique
que |z —&(z, K3)| = 0 et que z = £(z, K3); en particulier z est dans K. Puisque
ceci est vrai pour tout z dans K, ce dernier est inclus dans K.

(3) Pour K; et K2 dans K, on pose §(K1, K3) = ||dk, — dk,||co- Montrons que
¢ est une distance sur K.



D’apres la question (2)(a), pour K; et Ko dans K, Papplication dg, — dg, est
majorée et 6(K1,K2) est définie. Par construction, pour K; et Ky dans K,
0(K1,K32) est dans [0,+o0o[. De plus §(K7, K3) = §(K2,K1). De plus, si K3
est aussi dans K, alors §(K1,K2) = ||dk, — di,|loo < ldi, — diylloo + [|dxs —
dK2||OO = 5(K1,K3) + 5(K3>K2)' Enﬁn,

0(K1,K2) =0 <= ||dk, — di,|lc0 =0 <= Vz € C,dk, (2) = dk,(2)

ce qui est équivalent (par bi-inclusion et la question 2(c)) & K1 = K. Donc §
vérifie les propriétés définissant une distance : § est une distance sur K.
Partie IT : Complétude
Soit (K, )nen une suite de Cauchy de K pour la distance 4.
(1) Soit N dans N tel que pour tous n,m > N, §(K,,Kp) < 1.
Soit  dans K. Pour tout z dans C, on a |z—z| < |z—&(K N, 2)|+|6(K N, 2)—z|.
Par définition, £(K,2) est dans Ky, donc |{(Kn,2) — z|] < M(Ky), avec
M (K ) défini comme dans la question I(1)(c). De plus, |2—&(Kn, 2)| = diy (2).
En particulier, si z est dans K, pour unn > N, on a |z—&(Kn, 2)| = dk (2) —
dk, (2) < ||dxy —dk,||lcc = 0(Kn,Ky,) = 1. Donc, il existe M (Ky) > 0 tel que
pour tout n > N et tout z dans K, on a |z —z| <14+ Mg,
L’ensemble U,nK,, est borné si il existe une constante M telle que pour tout
z dans Upen Ky, on a |z — z| < M. Soit

M =max(1+ Ky, OSnmSa&(_l M(K,,Kn))
ol M(K,,Ky) est défini dans la question 2(a). Soit z dans U,enKy,. Si z est
dans K, avecn < N — 1, alors |z — 2| < M(K,,Kn) < M. Si z est dans K,
avec n > N alors |z —z| < M(Ky) +1 < M. Donc, UpenK, est borné. Soit
Ko = UpenK,. Par définition, K, est fermé. De plus il est borné puisque
UnenKn lest. Ko, est donc fermé et borné dans C qui est de dimension finie.
Il est donc compact.
(2) Par hypothese, la suite (K, )nen est de Cauchy. Donc pour tout € > 0 il ex-
iste ng tel que pour tous entiers n,m > ng, ||dk, —dk,, ||co < €. Donc la suite de
fonctions continues (dg,, )nen Vvérifie le critére de Cauchy uniforme sur Pespace
vectoriel de dimension finie C. Par conséquence, elle converge uniformement sur
C vers une fonction continue ¢ : C — R.
On pose K = {z € C| ¢(z) = 0}.
(3) (a) K est I'image réciproque par l’application continue ¢ du fermé {0} de
R. Donc, K est fermé.
(b) Pour tout entier positif n on choisit z,, dans K,,. Puisque la suite (K, )nen
est de Cauchy, le sous-ensemble K, est compact. La suite (2, )nen est une suite
de K. Donc, elle posséde une sous-suite (acg(n))neN qui converge dans K, vers
un élément z. Cet élément est dans K si et seulement si ¢(z) = 0. Puisque
la suite (dk,, Jnen converge uniformément vers ¢ sur C, la suite (dg,(n)(Z))nen
converge vers ¢(z). Mais, pour tout n, on a dg,,, (%) < |Tg(n) — z| car Tg(n) est
dans Ky (). Puisque la suite (zg(,))nen converge vers x, on a lim,_, o [Tg(n) —
z| = 0; donc la limite en +oo de la suite (dk,,,, (z))nen est 0. De I'unicité de la
limite, il découle @(z) = 0 et = est dans K.
(c) Soit z dans C. Supposons que z est dans K. Posons z, = {(K,,z). Alors,
pour tout entier n ’élément z,, est dans K, et |z, — z| = dk,, (z). Puisque la
suite (dk, )nen converge uniformément sur C vers g, la suite (dg, (z))nen con-
verge vers ¢(z). Mais z est dans K donc p(z) = 0 et la suite (zp,)nen converge



vers z (dans ce cas, ¥(n) = n).

Réciproquement, supposons qu’il existe une application strictement croissante
¥ : N — N et une suite (z,),en de C qui converge vers = avec z, € Ky(,) pour
tout entier n. Comme dans la question (b), on a 0 < dk . () < |[Ty(n) — | et
limy, oo A,y (2) = $(). Puisque par hypoth‘ese, lim,_, oo [Zy(n) — 2| = 0,
on a p(z) =0 et z est dans K.

(d) Soit z de K. D’aprés la question précédente, il existe une application
strictement croissante ¥y : N — N et une suite (z,)neny de C qui converge
vers z avec zn € Ky () pour tout entier n. Puisque l'application dg, est con-
tinue, la suite (dx_ (2n))nen converge vers dg_ (z). Mais pour tout entier n,
on a di_ (2n) = 0, car 2, est dans Ky,) et Ky ) est inclus dans Ko,. Donc
dr_.(2) = 0 et z est dans K. On en déduit que K est fermé et inclus dans
Ko qui est compact. Donc K est compact. De plus, la question (b) montre
en particulier K est non vide. Puisque K est un compact non vide de C, il est
dans K.

(4) Soit z dans C.

(a) D’aprés la question (3)(c), il existe une application strictement croissante
¥ : N — N et une suite (z,)nen de C qui converge vers {(z, K) avec , € Kyn)
pour tout entier n. Pour tout n, 1'élément z,,) est dans Ky,) et on a
|2 = Zym)| > di, () (2)- Mais di(2) = [2 = €(2, K)| = limy 4.0 [2 — Ty(n)| (Par
continuité de I’appication t + |z —t|) et lim, o0 di,y ) (2) = @(2) (puisque
la suite (dk, )nen converge uniformément vers ¢). Par passage & la limite dans
I'inégalité, on obtient dx(z) > ¢(z).

(b) Posons z, = &(2,K,) pour n € N. D’aprés la question (2)(b), il existe
# : N — N strictement croissante telle que (:cg(n))neN converge vers un élément
z de K. L’application ¢ — |z — t| est continue, donc la suite (|2 — Zg(n)|)n inN
converge vers |z — z|. Puisque z est dans K, on a dg(z) < |z — z|. Mais pour
tout n, on a |z — zg(n)| = dk,,, (2) et la suite (dx, )nen(2) converge vers ¢(2)
(voir les questions précédentes). Donc par unicité de la limite, ¢(z) = |z — x| et
dx(z) < ¢(2).

(5) Dans la question (3), on a vu que K est dans K. Or la question (4) montre
que l'on a ¢ = dg. En particulier, la suite (dk, )nen converge uniformément
vers dg sur C. En d’autres termes lim,_, o §(Kyn, K) = 0 et la suite (K, )nen
converge vers K dans K. Puisque la suite (Kp)nen est une suite de Cauchy
quelconque de K, les questions précédentes montrent que toute suite de Cauchy
de K converge dans K. Donc K est complet.



