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son numéro sur chacun des intercalaires.

Tous les documents (dont calculatrice et téléphone portable) sont interdits.
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QUESTIONS DE COURS

1. Rappeler la définition d’un sous-ensemble connexe. Donner sans justification un
exemple d’une partie connexe qui n’est pas connexe par arcs.

2. Soit (E,d) un espace métrique et (z,)nen une suite de Cauchy de E. Montrer que si
la suite (x,)nen posséde une sous-suite qui converge, alors elle converge.

PROBLEME 1

On fixe n dans N*. On munit C de sa norme usuelle. On munit M, (C) de la norme || - ||oo
définie par
[ Alloo = maxi<i,j<nlai,l

si les a; j sont les coefficients de la matrice A (on admettra que || - || est une norme).

Partie I :
On rappelle que I'application t — e est continue de R dans C.

1. Soit z dans C non nul. Soit # dans [0,27[ et r le réel strictement positif tel que
z =re?. Soit ¢, :[0,1] — C définie par @, (t) = (1 +t(r —1))e?.
(a) Calculer ,(0) et @,(1).
(b) Montrer que ¢,([0,1]) est connexe par arcs ; montrer que ¢,([0,1]) est inclus
dans C*.
(c) Montrer que I’ensemble

U ¢2([0,1])

zeC*

est connexe par arcs. En déduire que C* est connexe.
2. Justifier que M, (C) est connexe et complet. M, (C) est-il compact pour || - ||co ?

3. Montrer que GL,(C) est ouvert dans M,(C). Le sous-ensemble GL,(C) est-il com-
plet, compact dans M, (C) ?



4. Soit T ’ensemble des matrices triangulaires supérieures dans G L, (C).

Soit
Z1 a2 - Glp
T— 0 =29
: . an—1,n
0 --- 0 Zn
¢z () targ - tain
dans T, et Yr(t) = 0 Pz(t) : pour ¢ dans [0, 1].
: ‘e tan—l,n
0 e 0 g, (1)

(a) Calculer Y7(0) et Y7(1), puis montrer que pour tout ¢ dans [0, 1], la matrice
Yr(t) est dans T.
(b) Montrer que si ¢ et ¢’ sont dans [0, 1], alors

P2 () = Tr(#)lloo < [t =#[[Tlloo + max |z(t) — @z (t)].

(c) Montrer que T est connexe.

Partie II :

Soit E = C", muni d’une norme quelconque || - ||. On note les éléments de E en colonne.

On note L(FE) Pespace vectoriel des endomorphismes de E. Pour f dans £(E), on pose
1f ()|l

|||f||| = SUPgcE, 2#0 ||£L‘|| .

On fixe A dans M, (C) et on définit 'application f4 : E — E par fa(X) = AX.
1. Montrer que f4 est dans L(E).
2. Montrer que si A est une valeur propre de f4 alors |||fal|| > |Al.

3. On suppose maintenant que || - || est la norme N. On rappelle que la norme Ny,
1

sur E est définie par Noo | = maxj<;<n|z;|. Montrer que ||| fal|| < n||Alc-

Tn



PROBLEME 2
(ENS Cachan 1988 — Partie I questions 1,2,3)

Soit I I’ensemble des compacts non vides de C. Pour K dans K et z dans C, on définit
lapplication dg : C — RT par di(z) = d(z, K), c’est-a-dire que dx (z) = infyek |2 — z|.
Toutes les questions peuvent étre traitées en admettant les questions précédentes.

Partie I : Distance sur £

1. Soit K dans K.
(a) Soit z dans C. Montrer que I’application z + d(z, z) est continue, puis montrer
qu’il existe £(z, K) dans K tel que

dx (2) = [z — (K, 2)|.

(b) Soit 21 et zo dans C. En utilisant (a), montrer que di(z1) < |21 — 22| + dx (22)-
En déduire que application di est continue sur C.

(c) En utilisant (a), montrer qu’il existe M (K) > 0 tel que pour tout z de C et tout
z dans K,ona: |z—z| < M(K) + dk(2).

2. Soit K1 et Ko dans K.
(a) En utilisant la question 1.(a), montrer qu’il existe une constante M (K1, K2) telle
que :
Vz € C, |dk,(2) — dK,(2)| < M(Ki, K3).

(b) Montrer que : K1 C Ky <= Vz € C, dk,(2) > dk,(2).
3. Pour K et Ko dans K, on pose 6( K1, K2) = ||di, — dk, || co-

On notera que d’apres la question 2.(a), cela a bien un sens.
Montrer que § est une distance sur K.

Partie II : Complétude
Soit (Kp)nen une suite de Cauchy de K pour la distance 6.

1. Soit N dans N tel que pour tous n,m > N, §(K,, K,,) < 1.
Soit z dans K. En utilisant la question I 1.(c), montrer qu’il existe une constante
M(Ky) telle que pour tout n > N et tout z dans K, on a

|z —z| <1+ M(Kn).

En déduire que U,y K, est borné, puis que U,en K, est compact dans C.
On note dans la suite Koo = UpenKp.

2. En utilisant un résultat du cours, que I'on nommera, montrer que la suite de fonc-
tions (dk,, )nen converge uniformement sur C vers une fonction continue ¢ : C — R.
On pose K ={z € C| ¢(z) = 0}.



3. (a) Montrer que K est fermé.
(b) Pour tout entier positif n on choisit z,, dans K,,. En utilisant que la suite (K )neN
est de Cauchy, montrer que la suite (z,)nen posséde une sous-suite (Z,(n))nen qui
converge vers un élément zo, de K. Montrer que z, est dans K.
(c) Soit  dans C. Montrer que z est dans K si et seulement s’il existe une application
strictement croissante ¢ : N — N et une suite (z,)nen de C qui converge vers x avec
Zn € Ky(n) pour tout entier n.
(d) Déduire de ce qui précéde que pour tout z de K, on a dx__(z) = 0, puis que K
est dans .

4. Soit z dans C.
(a) En utilisant la question 3.(c) et I’élément £(z, K) de K, défini dans la question I
1.(a), montrer que l'on a ¢(z) < dg(z) pour tout z de C.
(b) Montrer que 'on a ¢(z) > di(2).
(On pourra pour cela utiliser la suite (£(z, Kp,))nen)-

5. Montrer que K est complet pour la distance 6.



