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Exercice 1: Soit (E,| - ||) un R-espace vectoriel normé et U une partie ouverte de E.
A-t-on U = U en général ?

La réponse est non. Dans R muni de la distanceq usuelle, pour U =
] — 1,0[U)0, 1] (qui est ouvert), on a U = [-1,1] et U =] —1,1], qui est
différent de U. Notons que l’on a toujours U C U puisque U est un ouvert
inclus dans U.

Exercice 2: Soit (E,|| - ||) un R-espace vectoriel normé.

(1) Soit a dans E et A, r dans R strictement positifs. Montrer que \- B(a,r) = B(\a, Ar).
On a A - B(a,r) = {A\z | z € B(a,r)} par définition. Soit = dans B(a,r).
Alors, || Az — Aa|| = ||A(z — a)|| < A||lz —al| < Ar. Donc A - B(a, ) est inclus
dans B(Aa, Ar). Soit y dans B(Aa, Ar). Alors,
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Donc }y est dans B(a, 7). Comme y = A(3y), I'élément y est dans \-B(a, )
et la boule B(Aa,\r) est incluse dans A - B(a,r). D’ou I’égalité par bi-
inclusion.

(2) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que si F' est distinct de E, alors F=0.
Supposons que F est non vide. Alors il existe zo dans F et rg > 0 tel que
B(z,ry) est incluse dans F. Puisque F' est un sous-espace vectoriel, alors
L’ensemble {y — = | y € B(x,ro)} est inclus dans F. Mais, il est immédiat
que {y —z | y € B(z,r)} est égal & B(0,79). Donc, B(0,79) est incluse dans
F'. D’apres la premiére question, on en déduit que pour tout r > 0, la boule
B(O, ) est incluse dans F. Mais, tout = de F' est inclus dans B(0, ||z|| + 1).
D’ou E est inclus dans F', et par conséquent, £ = F.

(3) Soit F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F est aussi un sous-espace vectoriel
de E.

Soit = et y dans F et \,u dans R. Alors, il existe deux suites (zn)n>0 et
(Yn)n>0 de F' qui convergent respectivement vers x et y. Puisque F' est un
sous-espace vectoriel, pour tout entier n le vecteur Az, + uy, est dans F.
Mais la suite (Azn, + yn)n>0 converge vers Az + py puisque

”()\iL' + ,uy) - ()‘wn + Myn)H < |)\|||£E - r‘L'n“ + |M|||y - yn“

Donc Az + py est dans F'. D’apres la caractérisation des sous-espace vecto-
riel, F' est un sous-espace vectoriel de E.
Remarque, lorsque F' est de dimension finie, alors nécessairement, F' = F,



mais cela n’est pas vrai en général.

Exercice 3: On considére E = R? muni de la norme euclidienne || - [|2. On pose
E* = E —{(0,0)}. On définie sur E* x E* 'application A par

[ 1X 2 Y = [[¥]l2 - X |2

pour X,Y dans E*.

(1)Montrer que A est une distance sur E*.

Il est clair que A(X,Y) est dans RT pour tout X,Y de E*, et que A(X, X) =
0, puisque ||(0,0)|]2 =0. Si A(X,Y) =0 alors

| I1X 2 = 1Y [l2 = 1 Xl2- Y = [[Y]l2- X [2=0

puisque ces deux termes sont positifs. Ceci implique que || X||2 = |[|[Y]|2 et
que || X||l2-Y = ||Y]|2 - X. Puisque X est différent de (0,0) et que || - ||2 est
une norme, || X||2 est non nul et X =Y. Maintenant, on remarque que
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Il est alors clair que A(Y,X) = A(X,Y). De plus pour tous z,y,z de
Ronal|lz—yl < |z—=z+]|z—y|, et pour tout Xo,Yp,Zp de E on a
| X0 — Yoll2 < || X0 — Zol|2+ || Zo — Yo||2- On en déduit que pour tout X,Y, Z
de E*, on a A(X,Y) < A(X,Z)+ A(Z,Y). Donc A est une distance sur
E*.

(Q)Existe—t—il sur E une norme telle que A est une distance induite par la distance associée
a cette norme.

La réponse est non. Par exemple, par ce que A((%, 0), (—%,0)) = 2 et non
pas 1 = 1A((1,0), (-1,0)).

(3) Dessiner B((1,0),1) pour la distance A. La boule B((1,0),1) est ’ensemble
des (z,y) de R? tels que A((z,y),(1,0)) < 1. En passant en coordonnées
polaires, on voit que la boule B((1,0),1) est ’ensemble des points de coor-
données polaires (r,0) tels que |r — 1| + |2sin(%)| < 1. Ce qui veut dire que
c’est la partie finie de R? définie par les deux courbes 7 = 2sin(§) avec 8

dans [FF, 5] et r = 2(1 — sin($)) avec 6 dans [, 5]- C’est alors un petit



exercice sur les courbes paramétrées en coordonnées polaires.

Exercice 4: Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé. Soit U et V deux ouverts convexes
non vides de E. Montrer que le sous-ensemble

{z€eE|3zeU, FyeV, 3tecl0,1] /z=tz+ (1 —1t)y}

est convexe et ouvert dans E.

Notons C(U,V) 'ensemble {z € E | 3z € U, y € V, It € [0,1] / z =
tr + (1 — t)y}. Commengons par montrer que C(U,V). Soit z,y dans
C(U,V) et X dans [0, 1]. Posons z = Az + (1 — \)y. Puisque z et y sont dans
C(U,V), il existe x1,y; dans U, il existe x2,y2 dans V et il existe ¢, dans
[0,1] tels que z =tx; + (1 —t)z2 et y = ry1 + (1 — r)ya.

On obtient alors z = A(tz1 + (1 — t)z2) + (1 — A)(ryn + (1 — r)y2). Si
t =1 =0, alors = et y sont dans U qui est convexe ; donc z est dans U, qui
est inclus dans C(U,V). De méme, si t = r = 1, alors = et y sont dans V
qui est convexe ; donc z est dans V, qui est inclus dans C(U,V). Si (¢,r)
est différent de (0,0) et de (1, 1), alors on trouve
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Cest-a dire z = p(pz1 + (1 — p)y1) + (1 — p)(Oze + (1 — Oy2) avec p =
A+ (1= XNr, p = At+()i7t—>\)r et 0 = = t)+((11_t;\)(1 - Puisque A, ¢ et 7
sont dans [0, 1] on voit immédiatement que u, p et 6 sont aussi dans [0, 1].
Puisque U est convexe, z1 = pz1 + (1 — p)y1 est dans U ; Puisque V est
convexe, za = 0za + (1 — Oyz est dans V. Donc z = pz1 + (1 — p)22 est dans
C(U,V). Ceci prouve que C(U, V) est convexe.

Montrons maintenant que C(u, V') est ouvert. Soit z dans C(U, V'); Il existe

z dans U, y dans V' et ¢ dans [0, 1] tels que z =tz + (1 — t)y.

[ e —

U

Puisque U est ouvert, il existe 1 > 0 tel que la boule B(z,r;) est incluse
dans U. De méme, puisque V est ouvert, il existe ro > 0 tel que la boule
B(y,r2) est incluse dans V. Soit 7 = min(rq,72). Le réel r est strictement
positif et les boules B(z,r) et B(y,r) sont incluses respectivement dans U
et V. Soit z; dans B(z,r). Posons 1 =z + (21 — 2) et y1 =y + (21 — Z).
Alors ||z1 —z|| = |[z1 — 2]| < 7 et |ly1 —y|| = ||lz1 — 2|| < r. Donc z;
et y2 sont respectivement dans B(z,r) et B(y,r). par construction, cela
implique que z; est dans U et y; est dans V. Mais z1 = 2z + (21 — 2) =
tr+ (1 —t)y+ (t+ (1 —t)(z1 —2)) = tx1 + (1 — t)y1. Donc z1 est dans
C(U,V). Ceci prouve que B(z,r) est incluse dans C(U, V). Puisque pour
tout z de C(U,V), il existe r > 0 tel que B(z,r) est incluse dans C(U,V),
ce dernier est ouvert.

Exercice 5: On considére C muni de sa norme usuelle et on fixe f : C — C continue
telle que pour tout z non nul, on a: |f(z)| < |z|. On pose f* = fofofo---of (composé
n fois ; par exemple f2 = fo f et f° = Idc).

(1) Montrer que £(0) = 0. Donner un exemple de fonction f telle que sup,_, (lf (z)l) =1

]
Soit z,, = Pour tout entier n non nul on a |f(z,)| < |z,| = 57. Donc
lim, 4 oo |f(acn) 0] = limp—s 400 | f(2r)| = 0. Par définition de la notlon de
limite, cela signifie que lim,_, f(z,) = 0 dans C. Mais f est continue et
llmn_>+oo zn = 0, donc limy, 4 f(zn) = f(0). Donc f(0) =

Puisque pour tout z non nul de C, on a |f(2)| < z, on a sup, (|f|( |)|)

Considérons la fonction © : z — 7 sur C. Elle est continue comme quo-

[2[+1 |+
tient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus
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elle vérifie que pour tout z non nul |O(z)| < z, et donc sup, <|®(Z)|) <L

||

Mais pour z,, = 2%, on a limn%+oo(|®|§;7|‘)| = 1. Donc sup, ('%TN) = 1.

(2)Montrer que pour tout z de C, la suite (| fn(2)|)n>0 converge.

Si z = 0 Alors la suite (|f™(2)|)n>0 est constante, égale a 0, donc elle
converge. Si z est différent de 0, la suite (|f™(2)|)n>0 est une suite réelle
décroissante (par hypotheése sur f) et minorée par 0. Donc elle converge.
(3)Soit r > 0 et € €]0, r[. Montrer qu’il existe a dans [0, 1] tel que :

Vz € C e < 2| <r=|f(2)] < afz].

En déduire que pour z dans B(0,r) et n dans N tels que |f"(2)| > ¢, on a |f*(2)| < a™|z|.
La fonction T : z — ‘M‘ définie sur {z € C | € < |z2| < r} est une

z
une fonction continue & valeur dans R. L’ensemble {z € C | ¢ < |2| < r}
est borné et fermé (puisque c’est I'image réciproque de [e,7] par la fonc-
tion continue z — |z|). L’espace vectoriel C est de dimension finie. Donc,
{z € C| e < |z] < r} est compact. Par conséquent par le théoréme
de Weierstrass, T est bornée et atteint ses bornes. en particulier, il ex-
iste zg avec € < |z9] < 7 tel que pour tout z vérifiant € < |2| < r on a
f@)| <« |£(20) f(z0)

20 20

| < =supY. Donc si a =

‘, pour tout z dans C tel que

€ <|z| <rona|f(z) <alz|. Puisque 2 est différent de 0, par ’hypothése
faite sur f, on a a dans [0, 1.

Si z est dans B(0,7) et n est dans N tels que |f™(z)| > e, alors pour tout
j dans {1,---,n —1} on a e < |f*(2)| < |fi(2)| < |f(2)] < r. Donc,
pour tout j dans {1,---,n — 1} on a |f(2)| < a|f?~1(2)|. En particulier,
|f"(2)] < a”lz].

(4)Montrer que la suite de fonctions (f™)n>0 converge simplement sur C vers une fonction
g, que l'on précisera.

Montrons que la suite de fonctions (f")n,>0 converge simplement vers la
fonction nulle sur C. Soit z dans C et supposons que la suite (f™(z))n>0 ne
converge pas vers 0. Il existe alors € > 0 tel que pour tout entier N, il existe
n > N avec | f*(z)| > €. Mais si n > N alors |f*(z)| < |V (z)| puisque pour
tout z de C, on a |f(z)| < |z|. Donc, pour tout entier N, on a |fN(z)| > e.
Posons r = |z| et a comme dans la question (3). Alors, pour tout entier N,
on a |fV(z)| < a®|z|; ceci implique que pour tout entier N, on a € < a™|z|.
Mais cela est impossible puisque « est dans [0, 1[. Donc la suite (f"(z))n>0
converge vers 0.

Montrer que la suite (f™)n>0 converge uniformément vers la fonction g sur toute partie
bornée de C. A-t-on nécessairement convergence uniforme sur C ?

Soit X une partie bornée de C. Il existe alors r tel que X est inclus dans
B(0,7). On montre que pour tout € > 0, il existe N tel que pour tout n > N
et tout z de X, on a |f"(2)| < e. Puisque I'on a |f(2)| < |#|, il suffit de mon-
tre qu'il existe N tel que pour tout z de X, on a |f"(z)| < e. Fixons donc
e > 0. Soit @ > 0 comme dans la question (3) tel que si |z| est dans [e,r],
alors |f(z)| < a|z|. Puisque 0 < a < 1, on a lim,_,, a@"r = 0 et il existe



N tel que 0 < o™ < e. Soit z dans X. Si |z| < ¢, alors |fN(2)| < |z| < e.
Si e < |z| <, alors on a aussi |fV(z)| < € car sinon par la question (3), on
aurait € < |fN(2)| < a|z] < a¥r < e. Ce qui est absurde. Donc la suite
de fonctions (f™)n>0 converge uniformément sur X.

En général, on a pas convergence uniforme sur R, comme on le voit facile-
ment avec ’exemple de la fonction © de la question 1.



