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Exercice 1:
Soit (E,|| - ||) un R-espace vectoriel normé et U une partie ouverte de E.

A-t-on U = U en général ?

Exercice 2: Soit (E, || - ||) un R-espace vectoriel normé.

(1) Soit a dans E et A, r dans R strictement positifs.

Montrer que A - B(a,r) = B(Aa, Ar).

(2) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que si F' est distinct de
E, alors F' = 0 (On pourra utiliser la question précédente.).

(3) Soit F un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F est aussi un sous-
espace vectoriel de F.

Exercice 3: On considére E = R? muni de la norme euclidienne || - ||. On
pose E* = E — {(0,0)}. On définie sur E* x E* ’application A par

Xl - Y = [[Yl2 - X 2
X201l

AXY) =Xl = Y]z [ +

pour X,Y dans E*.

(1) Montrer que A est une distance sur E*.

(2) Existe-t-il sur E une norme telle que A est une distance induite par la
distance associee a cette norme.

(3) Dessiner B((1,0),1) pour la distance A.

Exercice 4: Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé. Soit U et V deux
ouverts convexes non vides de E. Montrer que le sous-ensemble

{z€eE|JzelU eV, jtel0,1] /z=tx+ (1 —1t)y}
est convexe et ouvert dans F.

Exercice 5: On rappelle que si f est continue de £ — R, avec (E,d) un
espace métrique, alors I'image de tout compact est compact.

On considére C muni de sa norme usuelle et on fixe f : C — C continue telle
que pour tout z non nul, on a : |f(z)| < |z|]. On pose f* = fofofo---of



(composé n fois ; par exemple f2 = fo f et fO = Idc).
(1) Montrer que f(0) = 0. Donner un exemple de fonction f telle que

SUpP, o (%) =1

(2) Montrer que pour tout z de C, la suite (| f.(2)|)n>0 converge.
(3) Soit r > 0 et € €]0,7[. Montrer qu’il existe o dans [0, 1] tel que :

VzeCe<|z| <r=|f(2)] <alz|

En déduire que pour z dans B(0,7) et n dans N tels que |f"(z)| > ¢, on a
|"(2)] < a™[2].

(4) Montrer que la suite de fonctions (f™),>o converge simplement sur C
vers une fonction g, que l'on précisera. Montrer que la suite (f"),>o con-
verge uniformément vers la fonction g sur toute partie bornée de C. A-t-on
nécessairement convergence uniforme sur C ?



