Systeme différentiel d’ordre 1 a
coefficients constants

1 Systeme différentiel d’ordre 1

Dans tout le chapitre n est un entier positif non nul et K désigne R ou C.

1.1 Introduction

Définition 1 Soit I un intervalle. On appelle systeme différentiel sur I
d’ordre 1 & coefficients constants et & n inconnues (z1,---,z,), tout
systeme de la forme

:Bll (t) = al,lscl(t) + al’gxg(t) + -4 al,n:cn(t) + b (t
:ZIIQ(t) = (1,2’11131(15) + a2’2$2(t) + -4 ag’nilln(t) + bg(t

~— —

(*)
2 () = ana1(8) + ana@a(t) + - + nnn(t) + ba(t)

ou by, ,b, sont n fonctions définies continues sur I, ou les a;; sont des
constantes dans K et (1, - - ,,) est un n-uple de fonctions de classe C! définies
sur une partie I de R. On dit que le n-uple (z1,--- ,z,) est une solution sur
I du systéeme s’il vérifie le systéme pour tout ¢ de I.

on dit que le systeme est homogéne lorsque toutes les fonctions b; sont nulles
sur I.

Définition 2 Soit I un intervalle et by,--- ,b, des fonctions continues sur I.
bi(t)

Soit A dans M, (K) et B(t) = . On appelle équation différentielle
b (t)

matricielle sur I d’ordre 1 a coefficients constants toute équation matri-
cielle de la forme

X'(t) = AX(t) + B(t) (1)
(1)

on X : t = X(t) = : est une application de classe C' de I dans
zn(t)

M, 1(K).

On dit que X est une solution sur I de ’équation si cette derniére est
vérifiée pour tout ¢ de I.

On dit que I’équation est homogene si toutes les fonctions b; sont nulles sur I,
autrement dit si ’équation est de la forme X'(t) = AX(¢).



Rappelons que par définition X est de classe C! si chaque fonction z; est de
'y (t)

classe C'. Dans ce cas, on a X'(t) =
n(t)

Le résultat suivant est immédiat.

Proposition 3 Soit I un intervalle et (*) un systéme différentiel sur I d’ordre 1
a coefficients constants et a n inconnues (1, -+ , Tn) comme dans la définition 1.
Posons :
ai1 -t Q1n by (t)
A = ai,j et B(t) = .
Gn,1 Tt Qn,n bn (t)
Alors le n-uple de fonctions (x1,--- ,x,) est solution du systeme S sur I si
z1(t)
et seulement si la fonction X : t — X(t) = : est solution sur I de
(1)
l’équation matricielle
X'(t) = AX(t) + B(t).

Exemple 1 Considérons le systéme

Z'(t) = 3z(t) + yit) — z(t) +é€
(8):q v'() = 2y(y) + =)
Z(t) = 3z(t) +cos(t)
3 1 -1 et
Posons A=| 0 2 1 | etB(t)= 0
00 3 cos(t)

Alors, les fonctions z, y, z sont solutions de (S) sur R si et seulement si la fonction
x(t)

t— | y(t) | est solution sur R de I’équation (E) : X'(t) = AX(t) + B(t).

2(t)
2 Résolution d’une équation différentielle ma-
tricielle d’ordre 1

Théoréme 4 (Admis) Soit I un intervalle et A dans M, (K). Les solutions sur
R de l’équation matricielle d’ordre 1 homogéne X' = AX sont de la forme

X :t— X(t) = Ezp(tA)C

ou C = : avec c1,- -+ ,c, des constantes dans R.



Exemple 2 Reprenons ’exemple 1 et Considérons 1’équation matricielle ho-
mogeéne Iy : X'(t))AX(¢t). Les solutions de cette équation sont de la forme

e
X :t— X(t) = Exp(tA)C avec C = | B | avec «,f, des constantes de R.
Y
On a vu au chapitre précédent que
1 1 -1 0 -1 1
Exzp(tA)=3¢*| 0 0 1 |+2*| 0 1 -1
0 0 1 0 0 0

3a+pf—7)e¥ +2(=B+7)e*
Les solutions de I sont donc de la forme t — | 3ve3t + 2(8 — )e?

3’763t
avec a, 3, des constantes dans R. Donc, les solutions du systéme homogene

() = 3z2(t) + yit) — =2(¢)
So:q ¥'(t) = 2y(y) + =(t)
2'(t) = 3z(t)

sont les triples (z,y, z) avec

z(t) = 3(a+ B — 7)e** +2(—f +)e*
y(t) = 3ve® +2(B — v)e?!
2(t) = 3vyedt

avec a, 3,y des constantes dans R.

Comme dans le cas classique des équations différentielles, on trouve les so-
lution d’une duation différentielle matricielle en résolvant 1’équation homogene
associée :

Proposition 5 Soit I un intervalle et by,--- ,b, des fonctions continues sur
by (t) z1(t)

1. Soit A dans M, (K) et B(t) = . Soitt — Z(t) = une
bn(t) zn(t)

solution sur I de ’équation différentielle matricielle (E) : X'(t) = AX (t)+B(t).
Les solution sur I de (E) sont les fonctions de la forme

X :tes X(t) = Exp(tA)C + Z(t)

ou C = , avec c1,- -+ ,Cn des constantes quelconques dans R.

Cn

Preuve. Puisque Z est une solution sur I de (E), il est clair que X est
une autre solution de (E) sur I si et seulement si pour tout ¢t de I, on a



Pégalité X'(t) — AX(t) = Z'(t) — AZ(t), c’est-a-dire si pour tout ¢ de I, on
a (X —2)(t) = A(X — Z)(t). D’apres le théoréme précédent, ceci est vrai si
et seulement si X (t) — Z(t) = Ezp(tA)C, avec C comme dans 1’énoncé de la
proposition. [l

Le résultat suivant permet d’obtenir la résolution compléte d’une équation
matricielle d’ordre 1 et a coeflicients constants.

Proposition 6 Soit I un intervalle et by,--- ,b, des fonctions continues sur I.
ba(t)

Soit A dans M, (K) et B(t) = .Soit Z it Z(t) = Exp(tA)G(¢)
bn(t)

avec G est une primitive quelconque de la fonction t — Exp(—tA)B(t). Alors,
la fonction Z est solution sur I de l’équation différentielle matricielle (E) :
X'(t) = AX(t) + B(t).

Attention : On fait ici des produits de matrices et 'ordre a donc de I'impor-
tance. Il n’y a aucune raison en général que l'on est Exp(tA)G(t) = G(t)Exp(tA).
Notons que t — Exzp(—tA)B(t) est bien une fonction de I dans M, 1(K) et que
c’est donc aussi le cas de G. Donc ¢t — Ezp(tA)G(t) est bien une fonction de T
dans M,, 1(K) ; c’est-a-dire que pour tout ¢ dans I la matrice G(t) posseéde une
seule colonne et n ligne.

Preuve : La méthode pour prouver ce résultat est encore une fois la méthode
de variation de la constante. Soit G une fonction de classe C' définie sur I et
Z(t) = Ezp(tA)G(t) pour t dans I. Alors, la fonction Z est solution de ’équation
(E) : X'(t) = AX(t) + B(t) si et seulement si pour tout ¢ dans I, on a Z'(t) =
AZ(t)+ B(t). Mais Z'(t) = (Exzp(tA))' G(t) + Exp(tA)G'(t) = AEzp(tA)G(t) +
Ezp(tA)G'(t). Donc, Z est solution de I’équation (E) : X'(t) = AX(t) + B(¢)
si et seulement si pour tout ¢ dans I on a Ezp(tA)G'(t) = B(t). Mais I'inverse
de la fonction t — Exp(tA) est la fonction ¢ - Exp(—tA). D’ou la fonction Z
est solution de I’équation (I) si et seulement si G'(t) = Ezp(—tA)B(t). O

Exemple 3 Reprenons I’exemple 1. On a

11 -1 0 -1 1

Exp(—tA)=3e21 0 0 1 |+2*[ 0 1 -1

00 1 0 0 O

Donc, Ezp(—tA)B(t) =

11 -1 et 0 -1 1 et
3¢ 00 1 0 +27%( 0 1 -1 0
00 1 cos(t) 0 0 0 cos(t)

1 -1 1

=3¢ 2| 0 | +3e *cos(t) 1 | +2e *cos(t) | —1

0 1 0



Une primitive de t — e 3*cos(t) est ¢t — ;573 (—3cos(t)+sin(t)) ; une primitive
de t — e *cos(t) est t — —ie *(cos(t) + 2sin(t)) Donc une primitive de
G :t+— Ezp(—tA)B(t) est donc

3 ) 1 -1
ts —e 2 0 | + =e 3 (—3cos(t) + sin(t)) 1
2 0 10 1

1 1

—gefzt(cos(t) +2sin(t)) | -1

0

Il reste alors a calculer Ezp(tA)G(t).

11 -1 0 -1 1
Exp(tA)G(t)=3e*| 0 0 1 |G@t)+2*[ 0 1 -1 |G@)=
00 1 0 0 0
9 1 3 -1 9 1
—e'| 0 | +-—=(—3cos(t) + sin(t)) 1 | —=(cos(t) +2sin(t)) | -1 | =
2 10 5
0 1 0
1 -5 —11
1 1
get 0 |- l—Ocos(t) 5 | + Esm(t) 11
0 9 3

On obtient donc les solutions de ’équation (E) : X'(t) = AX(¢) + B(t). La

a(t)
fonction X :t+ | y(¢) | est solution de E sur R si et seulement si
2(t)
11 -1 ¢ 0 -1 1 c1
Xt)=3*|0 0 1 co | +2* | 0 1 -1 co
00 1 c3 0 0 O c3
1 -5 —11
9 1 1
+=e'| 0 | — —=cos(t) 5 | + —sin(t) 11
2 0 10 9 10 3

avec c1, c2, c3 trois constantes réelles quelconques.
Les triples de fonctions (z,y, ) solutions sur R du systéme (S) sont donc de la
forme

z(t) = 3(c1 + ca — c3)€3 + 2(—cp + c3)e? + {5(9e! + Beos(t) — 11sin(t))
y(t) = 3cae® + 2(ca — c3)e® + {5 (—5cos(t) + 11sin(t))
z(t) = 3eze® + 15(9cos(t) + 3sin(t))

avec ci, c2, c3 trois constantes réelles quelconques.



