1 Intégrales multiples :

1.1 Quelques rappels sur les fonctions de plusieurs va-
riables.

1.1.1 Fonction de plusieurs variables

On se place dans un espace E = R" dans lequel on définit une distance
euclidienne :

dX,Y) =Y - X| =

Dans la plupart des applications de ce cours n = 2 ou 3 ce qui donne alors

n=2: |Y =X||=+/(y1 —21)>+ (y2 — x2)?
n=3: [V —X[=+v(y—z1)2+ (y2 — 22)2 + (y3 — 3)?

et tout le monde reconnait 13 la distance dans le plan ou I’espace euclidien.Ce
n’est pas la seule définition possible pour une distance mais elles sont toutes
équivalentes dans R™ et nous utiliserons seulement celle ci.

Quand on fait de P'analyse dans R on utilise les intervalles ouverts ]a, b[ ou
o —r, 2o + 7], ces intervalles ont des analogues dans R? et R? et aussi dans R™.

Définition 1 On appelle pavé ouvert de R™, l'ensemble Ja1, bi[x]az, bz[X...X]an, bp[=
{ (z1,%2, -y Tpn) / Vi: a; < z; < b;}. Dans R? on obtient un rectangle privé de
ses bords et dans R® un parallélépipéde également privé de ses bords.

Définition 2 On appelle boule ouverte de centre A = (ai,a2,...,a,) et de
n

rayon r > 0 lensemble Ba , = {(z1,22,..,%n) /| Y (zi —a;)* < r?}. Pour R?
i=1

c’est un disque de centre A de rayon r privé de son cercle contour et pour R?
une boule privée de la sphére contour.

Définition 3 Une partie U de R™ est appelée un ouvert si et seulement si,
pour tout point M de U, on peut trouver une boule ouverte de centre M, de
rayon r, incluse dans U. Cette définition est technique, il faut savoir que les
boules ouvertes et les pavés ouverts sont des ouverts.

O Placons nous dans R? et voyons pourquoi un pavé ouvert est un ouvert,
la démonstration consiste a formaliser ce qui va étre dit. Si M est dans un pavé
ouvert, il n’est pas sur le bord car celui ci est exclu, le point M est aux distances
dy >0,dy >0, d3g >0 et dg > 0 des cotés du pavé. Soit d la plus petite de ces
distances, le disque ouvert de centre M de rayon r = g est inclus dans le pavé
ce qui montre que celui ci est un ouvert. ll

Définition 4 Si une partie F' de R® a pour complémentaire une partie U =
R™ — F qui est un ouvert, F' est un fermé.



Définition 5 Une fonction réelle a n variables f est une fonction de E = R”
dans R :

f:E=R" >R
(z1, 22, -, Tn) = f(z1,22, .. Tn)
par exemple :
fiE=R> R
(z,y) = f(z,y) = 77tz
FiE=R® SR
(2,y,2) = f(z,y,2) = zevT3?

L’ensemble de définition d’une telle fonction est une partie D de R™.

1.1.2 Continuité :

Nous allons simplement donner une définition d’une fonction continue en un
point.

Définition 6 On considére une fonction f définie sur une partie ouverte D
de R™ et soit A = (a1,az,...,a,) € D, la fonction f est continue en A
si et seulement si, quand (z1,2a,...,T,) tend vers (ai,az,...,a,), la limite de
f(z1, 22, ..., zpn) est f(a1,az, ..., an).

La difficulté consiste juste & définir la périphrase ”(z1, zs, ..., x,) tend vers
(a1, a2, ...,a,)", elle signifie que la distance

n

Z(avz — a;)? tend vers 0.

i=1

On obtient alors une définition plus précise :

Définition 7 On considére une fonction f définie sur une partie ouverte D
de R™ et soit A = (a1,a2,...,a,) € D, la fonction f est continue en A si et
seulement si pour tout € > 0, il existe p > 0, quelque soit (z1,z2, ..., T, ) tel que

n

> (x; —ai)? < p alors
i=1

|f(z1, 22, ..., 20) — fla1,az,...,a,)| < €.
1l suffira de comprendre qu’il s’agit d’empécher les situations du type sui-

vant :

Exemple 8 Soit f(z,y) = % st (z,y) # (0,0) et £(0,0) = 1. On va faire

tendre (z,y) vers (0,0) de différentes maniéres :

1. On suit la droite y = x alors f(z,y) = f(x,z) = % et la limite est .



2. On suit la droite y = 2z alors f(x,y) = f(z,2z) = ; et la limite est ¢.
8. Si on veut obtenir la limite 0 < a < 1, on résout l’équation H—% = a donc

— 1 ; ; —
t=4/5 —1 et on suit la droite y = tx.

On retiendra que les fonctions polynémes, fonctions rationnelles et com-
posées de ces fonctions avec des fonctions continues ”classiques” sont continues
sur leur ensemble de définition.

1.1.3 Dérivées partielles et différentielle.

On considére donc une fonction f a n variables de £ = R™ dans R et soit un
élement A = (a1,a2,...,an) de D l'ensemble de définition de f. On peut alors
définir n fonctions partielles fi, ..., f, en posant

fl(wl) = f(w17a27 --,an)
fg(:l,'g) = f(a17$27a37 "aﬂ)
et fu(zn) = f(a1, .., Gn_1, Tn)-

On ne peut pas dire grand chose & priori de ces fonctions si ce n’est que f; est
définie en a1, f2 en ag etc...

En général on choisit A dans D de telle sorte qu’il existe un nombre stric-
tement positif € > 0 tel que la boule de centre A de rayon € soit incluse dans
D!

Bao={XeD/|X-A]<c}.

Par exemple prenons la fonction :

fiE=R2 >R

(z,y) = f(z,y) = 255tz
f est définie si et seulement si X = (z,y) # O = (0,0), on va donc choisir un
élément A = (a,b) tel que a® + b2 # 0 ( ce qui nous assure que A n’est pas

égal & O. Si on prend un nombre ¢ = V“2‘2+b2 aucun des éléments X tels que
|X — Al| < e n’est égal & O. On en déduit que

B(A,s) C D.

Définition 9 Soit f une fonction définie sur D et soit A = (a1, 02, ..,Gk—1, Ak, Qkt1, -, On)
un élément de lintérieur de D, soit la fonction partielle fi, si fi est dérivable
en ag, sa dérivée f;, est appelée la dérivée partielle de f en xy, elle est notée

fk:(A) = 8—%((11,&2, ey Qg—1, 0k, Ak+1, ..,an).

10n se place dans 'interieur de D qui est un ouvert.
2Exercice : Faites des dessins pour y voir clair. Choisissez des valeurs numériques différentes
pour a et b et regardez ce qui se passe.



Exemple 10 Soit la fonction f définie par f(z,y) = \/%, elle est définie
@2ty

et continue sur D = R"™ — {(0,0)}, elle a deuz dérivées partielles sur D,

of _ (z+y)y
O Jar 1y
of _ —(z+y=

= 3
oy /22 + 42
Remarque 11 la notion de dérivée partielle n’a aucun lien avec une éventuelle
notion de dérivée de f.

Définition 12 Si on peut définir les dérivées partielles d’une fonction sur D
tout entier ou & défaut sur un ouvert D' de D, on an fonctions de (x1, T2, ..., Tn)
qui sont susceptibles d’étre partiellement dérivables, on a alors n? dérivées par-
tielles secondes.

Ofr *f

8mi o 6%1'8.%]9.

Exemple 13 Reprenons f(z,y) = \/%, ses deuz dérivées partielles sont
z24y

partiellement dérivables sur D et on a quatre dérivées partielles secondes

Ff _*f_ 0 (z+yy _  22° -y +3zy

dzdr 8z Oz \/m?’ (22 + y2)3
Pf 0 (z+yly _ 2'y—y’+a® 2%
Oydr Oy \/W?’ (22 +y2)%

’?f 0 —(z+y)z _ 2x%y — 3 + 2% — 2%z
0zdy Oz \/zzTyzg’ (z2+y2)%

*f  f 0 —(z+y)= __w:c2—2y2—3:vy

A TN N R

. ., 02 82 . 3.pps
Remarque 14 Il est important de distinguer Wafw et Wgy qui différent par
lordre des dérivations, mais le calcul que nous venons de faire donne a

Remarque 15 penser que les résultats sont égauz, c’est ’égalité de Schwartz :

Proposition 16 Egalité de Schwartz : si % et 3;3252 ~ pour k # 1 sont

continues sur un ouvert D alors elles sont égales.

Définition 17 Si une fonction f est définie sur D et si elle admet sur une
partie D' de D des dérivées partielles continues, on dit que f est de classe C!
sur D', si f admet sur D' des dérivées partielles secondes continues alors f est
de classe C? etc...

Nous nous plagons dans le cas ol m» = 2 mais ce que nous allons dire se
généralise sans difficulté autre que 'extréme longueur de 1’écriture.



Proposition 18 Nous supposons que f est de classe C' sur D et soit A =
(a1,a2) un point de D et soient h et k deuz réels "petits”, alors

flay + hyaz + k) = f(a1,a2) + h%(al,ag) + kg—:];(al,ag) + o(h, k)

La fonction o(h, k) tend vers 0 quand v/ h? + k? tend vers 0 mais mieuz :
. o(h, k)
lim ———— =
VEZFEZ—0v/ h? + k2

La proposition doit étre vue comme ’analogue de la condition

f(zo + h) = f(zo) + hf'(zo) + he(h) avec lime(h) = 0.

h—0

Définition 19 La fonction (h, k) — h%(al,ag) +kg—£(a1,a2) est une fonction
linéaire en (h,k) qui s’appelle la différentielle de f. On la note plutét

_of of
& = ggde kg dy

ot dz et dy sont les différentielles des fonctions (z,y) — z et (z,y) — y.

L’intérét de cette notation est évident si on fait un changement de variables :

Considérons la fonction f(z,y) = zy, les coordonnées polaires sont données
par les fonctions z = pcosf et y = psinf qui sont donc des fonctions de deux
variables (p, 0).

f(pcosb, psind) = pcosfsinb = g(p,0).

Nous avons les dérivées partielles :

o5 _ o
Bx_y’ay_
of

= 2pcosfsiné 0 %(cos? § — sin? §)

or _
ap a9 "

On peut aussi utiliser la différentielle :

df =ydzr + zdy, dz = cosfdp— psinfdf et dy = sinfdp + p cosHdb
df = psinf(cosfdp — psinfdf) + p cos 6(sin Odp + p cos 6d6)
df = 2pcosfsinfdp + p*(cos® § — sin® #)df

et on identifie pour retrouver le résultat précédent.’

3Nous ne verrons pas une méthode beaucoup plus satisfaisante intellectuellement qui
consiste a remarquer qu'un changement de variable est une fonction vectorielle de plusieurs
variables et & définir la matrice de ’application linéaire différentielle appellée aussi matrice
jacobienne.



1.2 Intégrales multiples.

Avertissement : Il n’est pas question de faire la théorie générale de l'intégration
multiple, nous nous limiterons & 'intégration de fonctions continues sur des sous
ensembles ”compact” de R™ avec n = 2 ou 3. Pour entrevoir le probleme de base
considérons une fonction f continue sur un pavé [a, b] x [c, d] de R? et cherchons
a lintégrer sur un sous ensemble D C [a, b] X [c, d].

On comprend bien qu’il faut intégrer suivant 1’””élément de surface” dzdy
mais c’est pratiquement impossible. Faut-il donc commencer par intégrer en x
ou en y et obtient-on le méme résultat 7.

Etudions la situation dans le cas o D = [a,b] X [c,d], on peut commencer

par calculer F(z) = fcd f(x,y)dy puis

/ ' F(e)dz = / i / " fen)dy)de

ou bien G(y) = f: f(z,y)dz puis

/ch(y)dy = /cd(/abf(x,y)dw)dy-

Il n’y a pas de raison pour qu’on obtienne la méme valeur. Heureusement, avec
des conditions tout de méme assez fréquentes c’est le cas.

Théoréme 20 Théoréme de Fubini : ( ADMIS ) Si f est continue sur
le pavé [a,b] X [c,d] les deuz intégrales

/ab(/cdf(w, y)dy)dz et/cd(/abf(a:, y)dz)dy

sont égales et leur valeur commune est notée :

// f(z,y)dzdy.
[a,b] x[c,d]

Attention : La notation drdy n’est pas un produit.

Exemple 21 Soit f(z,y) = zij;?f sur le pavé [0,1] x [1,2] :

2,24 .2 2 2 1 2 3
4 +y T, T T 2, 7

1,2 2 3 2
Tt +y T 1 1 / 1 1., 7
dr =[5 +zp=1+ = 1+ -=)dy=[y— —2=~
/0 2 [3y2 o 3y2’ . ( 3y2) y=1[y 3y]1 6

Ce résultat est bien commode méme s’il n’a rien d’évident, la condition f est
continue peut étre affaiblie mais suffira dans les applications que nous verrons.

Nous avons une généralisation en dimension 3 que nous ne détaillerons pas.



Théoréme 22 Supposons que la fonction f soit continue sur un ouvert D qui
contient le pavé P = [a,b] X [¢,d] X [e, f], nous avons

//Af(ac,y,z)dmdydz = /ef(/ /[a,b}x[c,d] f(z,y, z)dzdy)dz = //[a’b]x[c’d](/ef f(z,y, z)dz)dzdy

La premiére intégrale s’appelle une intégration par tranches ( on somme
d’abord par tranches horizontales ), la deuziéme une intégration par piles
(on intégre d’abord verticalement ).

Bien stur toutes les permutations des variables sont possibles.

Exemple 23 En dimension 3, soit f(z,y,2) = (2? + 2y* + 322) sur le pavé
P =10,1] x [-1,2] x [-1,0] nous pouvons faire le calcul de nombreuses fagons
différentes :

0 0
F@m%=/ ﬂayxwz=/’@2+%ﬁ+3fwz:z?+%2+1

-1 —1

I= / (2® + 2y* + 1)dzdy = 10
[0,1])([—1,2]

ou bien
2
G(z,2) = / f(z,y,2)dy = 3z% + 6 + 922
-1
I= / (3% 4 6 + 92%)dzdz = 10
[0,1])([—1,0]
enfin
! 1
H(y,z) = / f(‘r,y,z)dx = g + 2y2 +32°
0
1
I= / (= +2y* + 32%)dydz = 10
[-12x[-10 3

La continuité de f et le théoréme de Fubuni nous assurent que ’ordre dans
lequel on fait les intégrations ne joue pas de role.

Intégrales sur d’autres types d’ensembles compacts. Les ensembles
sur lesquels nous allons intégrer sont inclus dans des pavés compacts.

Soit un ensemble A inclus dans un compact [a,b] x [c,d] .

Supposons qu’il existe deux fonctions « et 3 definies et continues sur [a, b]
telles que pour tout = € [a,b], le point M(z,y) appartient & A si et seulement
si

c<ale) <y<Ba)<d

On peut donc poser :

A={M(z,y) /Ja<z<betc<a(r)<y<pB(z)<d}



On peut aussi supposer qu’il existe deux fonctions y et § definies et continues
sur [c,d] telles que pour tout y € [c,d], le point M(z,y) appartient & A si et
seulement si

a<y(y) <z <d(y) <d

On peut donc poser :

A={M(z,y) /c<y<deta<y(y) <z<y)<d}

Il n’y a aucune raison de penser qu’'une de ces deux définitions soit la
meilleure, trés souvent elles coexistent et seul le coté ”pratique” permet de
les départager.

Nous pouvons reprendre la problematique précédente et nous avons :

B(z) b b pB(x)
F(z) = / | @y s = / F(z)dz = / ( / @i

d(y) d d  pé(y)
Gly) = / L Szt = / Gly)dy = / ( /  Sa )iy

Théoréeme 24 Théoréme de Fubini : Si f est continue sur un pavé [a, b] x
[c,d] contenant l’ensemble compact A, les deuz intégrales sont égales et leur
valeur commune est notée :

[ [ stwasar= [ staaaa= [ e pavran

Exemple 25 Soit le triangle A de sommets A(0,0), B(0,1) et C(1,1), soit la
fonction f(z,y) = y*—z> qui est continue sur R**. Calculons I = [ [ f(=z,y)dzdy.
On voit qu’on peut décrire le triangle de deuz maniéres : A = {(z,y) / 0 <

<1, 0<y<z}={(zy)/0<y<l y<z<l}
z T —3z* 1 zt
F(e) = Jy(v* = o)y = [ - oyff = == et I = [y —*do = 55
1 1 1
Gy) = [, (y*—2*)de = [Pe—5 ), = >~ ;-4 et I = [{ (*— ;-4 )dy =
3
E-

'

Contrairement a ce qu’on pourrait croire, la difficulté principale ne vient pas
de 'expression de la fonction f mais bien de la description de A, une forme peut
étre notablement plus simple & utiliser que 'autre.

Un changement de variables est aussi un moyen de remplacer une description
compliquée de A par une plus simple.

Exemple 26 Soit le disque A de centre O et de rayon r, sa description carte-
sienne est

A={M(z,y) /] —r<z<re —Vr2—-z2<y< rz2—221}

4Donc sur le pavé [0, 1] x [0, 1] qui contient A.




on se doute que méme une forme simple de f va étre difficile a intégrer. En
utilisant des coordonnées polaires la description devient

A={M(p,0) /] 0<p<ret —n<0< 7}=][0r] % [-m,7]

1.2.1 Changement de variables

Avant d’aller plus loin, il faut définir ce qu’est un changement de variables.
De maniére évidente, c’est une application bijective ¢ d’une partie D de R™ (
en fait n = 2 ou 3 ) contenant A dans une partie D’ de R™.

¢ : DD
(1, -y 2n) > (U1 -y Up)

ol : D D
(U1, ey Un) = (T1,y ey Tp)

Il y a aussi une condition sur la différentiabilité de ¢ et de ¢~! que nous

résumerons en disant que toutes les fonctions coordonnées x; (u1, .., un) et u;(z1,.
sont de classe C'! donc différentiables. Le terme employé pour qualifier ¢ est celui
de difféormorphisme.

L’image par ¢ de la partie & intégrer est A’ = @(A), la forme de A’ est
différente de celle de A ce qui est souhaitable puisqu’on veut une forme plus
simple. L’élément unité de mesure ( d’aire ou de volume ) est également trans-
formé et sa mesure n’a pas de raison d’étre égale a 1, il faut en tenir compte et
c’est le role du jacobien.

Remarque 27 Dans un repére orthonormé du plan, le calcul de laire d’un
parallélogramme défini par les vecteurs U et U est |det(W, 7)|. De méme dans
l’espace a trois dimensions, la mesure du volume d’un parallélépipéde défini par

les vecteurs U,V et W est |det(7, o, U)|

'7$n)

Définition 28 On appelle déterminant jacobien ou jacobien de ¢! le déterminant

81:1 89:1 awl

Ouq Ousg . Oun

1 Ozy  Ozp Oza

J(S" ) — Ouq Ousg Oun
oz, Oza oz,

Ouq oun, °  Oun

Exemple 29 QLe jacobien du passage des coordonnées cartésiennes planes vers
les coordonnées polaires est

cosf —psinf |

1y
J™) = sinf pcosf |

P



Exemple 30 QLe jacobien du passage des coordonnées cartésiennes spatiales
vers les coordonnées cylindriques est

cosf —psinf 0
J(p ') =] sin@ pcosd 0 |=np.
0 01

Exemple 31 QLe jacobien du passage des coordonnées cartésiennes spatiales
vers les coordonnées sphériques est

cosfsiny —psinfsing pcosfcosyp
|J(tp_1)| =|| sinfsinp pcosfsing psinfcosy || = psing
cos 0 —psing

Proposition 32 Soit f une fonction continue sur un ouvert D contenant l’en-
semble compact A, soit ¢ un changement de variable défini sur D, soit A’
ltmage de A par ¢ :

// f(z1, .., zpn)dz...dz)y = / foo ™ (u1, .. up) |J(<p_1)|du1...dun.
A N

Pour comprendre ce résultat, nous devons donner une interprétation géométrique
a l'intégrale ( en dimension 2 ) et au jacobien.Quand on écrit

/ /A f(z, y)dady

on mesure le volume délimité par ’ensemble A situé sur le plan horizontal zOy
et la surface ¥ d’équation z = f(z,y). Pour ce faire, on mesure le volume d’une
"pile” de hauteur z = f(z,y) dont la base est le rectangle ”infinitésimal” de
coté dx et dy. L’intégrale est la somme de ces éléments de volume.

Faire un changement de variable, appliquer donc la transformation ¢ va
modifier la hauteur z = fop ! (u,v), déformer & la fois A, qui dévient A’ = p(A)
et la forme du rectangle élémentaire. Il devient un rectangle qui est engendré

— >
par les vecteurs @ = (8z,92) et b = (g—z, %) et dont laire est |det(7, b )‘ =
oz
|5 &
Ou Oy | y . .
d’unité : I’aire du rectangle ”élémentaire” dxdy est remplacé par sa valeur dans
le nouveau systéme d’unité : |J(¢~!)| dudv.

oz
gv || = |J (ga_l)|. Il faut tenir compte de ce qui est un changement
v

Exemple 33 La plus grande partie des changements de variables consiste a des
passsages en coordonnées polaires, sphériques ou cylindriques.

5Ces résultats & connaitre par coeur.
On remarquera que la valeur absolue n’a été nécessaire que pour le jacobien du passage en
coordonnées sphériques.

10



Soit A le quart de disque A = { M(z,y) /0<z, 0<y etz +y? <1} et
la fonction f(z,y) = zy.

:/Aﬂwmwzlkfmﬁwmw

1

T 1
I=[ Z(1-2%dz=-.
/02( z%)dz 3

En passant en polaire = pcosf et y = psiné alors f(z,y) = p?cosfsind, le
quart de disque devient A" = M(p,0) / 0<p <1, 0<60 < T} et donc

// P cos@sm@pdpdﬁ—/ (/ p® sin 6 cos 8dB)dp

méme st on ne remarque pas que cette intégrale est le produit de deux intégrales,

le calcul est facile :
= / =
=), 2P =3

Exemple 34 Une fonction sympathique d intégrer est f(x,y,z) =1 car [ [ [, 1dzdydz
donne une mesure du volume de A. Voyons ce qui ce calcul donne pour une

boule B(o,r) dont le volume bien connu mais jamais calculé pendant vos €études
antérieures est V = 3mre.

A =By ={ M(z,y,2) | 2* +y* + 2> <r*}
A:{M(-’anaz)/ _TS.'L'S’I", —mgygm
— VPP - <2< VT — R -y

ViT—a? o ri—a?—y?
/// ld:cdydz—/ (/ (/ 1dz)dy)dz
PSRN S/ = BN SR T N P
ﬁtﬁ
V= (/ r2 — 22 — y2dy)dz
—r _m

L’intégrale f \/z—mg 24/12 — 22 — y2dy ne se calcule pas facilement, la méthode
standard consiste a poser a = \/r?2 — x2 et y = asinu ce qui donne

/_%

On revient a

3
2a? cos® udu = / a*(1 + cos 2u)du = ma?.

us
2

B

4 4
V= / n(r? — 2%)dr = §7TT'3.

—r

11



Cette méthode est un peu longue, voyons ce qui donne un changement de va-
riable :

x = pcosfsingp
y = psinfsinp

Z = pCcosy

alors
A={Mp,0,0) ] 0<p<r, 0<0<21et0<¢p <7},

en coordonnées sphériques, la boule est un pavé.

1 2m T
V= / (/ (/ 1p* sin pdyp)df)dp =
o Jo Jo

T s 7‘3 4
V= 27r./ p2dp./ sin pdp = 21.—.2 = — 77!
0 0 3 3

12



2 [Equations différentielles :

2.1 Généralités

Définition 35 On appelle équation différentielle une expression de la forme
E: F(z,y, y',...,y(p)) =0

ou F est une fonction de p+ 2 variables z,y,y', ...,yP). Le nombre p est lordre
de l’équation différentielle. Un fonction f définie et p fois dérivable sur un
intervalle I est une solution de E si et seulement si pour tout x de I on a

F(, (), (), ... fP () = 0.
Exemple 36 L’équation (2 — 1)y’ —y = 0 admet comme solution f telle que

f(z) =Cy4/ 2—__&‘ sur chacun des trois intervalles Iy =] — oo, —1[, I =] — 1,1]

et I3 =]1,+oo[. On le vérifie facilement f'(z) = C——

sur chaque

z—1
x+1
intervalle. Au passage, on remarquera qu’on ne peut pas obtenir de solution sur

des intervalles plus grand car si on peut aisément prolonger f en 1, ce n’est pas
le cas de f'.

En général, on est incapable de trouver la solution d’une équation différentielle
méme si on a d’excellents théoremes d’existence de solutions. Ces théorémes
sont importants en théorie comme en pratique car il permettent d’envisager une
résolution numérique approchée qui, dans bien des cas, est suffisante.

2.2 Les équations linéaires du premier ordre.

Définition 37 Une équation différentielle linéaire du premier ordre est de la
forme
E: a(z)y +b(z)y = c(z),

ot a, b et ¢ sont trois fonctions continues sur un (ou des) intervalle I sur lequel
a(z) #0. Si c = 0 V’équation est dite linéaire homogéne.

Exemple 38

(@®=1)y —y=0
ici a(x) = 2 — 1 qui est continue et non nulle sur les intervalles Iy, I et I3,
b(z) = -1 et ¢(z) = 0.

Définition 39 Si
E: a(z)y +b(z)y = c(z)

est une équation linéaire, l’équation
H: a(z)y +b(z)y=0

est appelée son équation linéaire homogéne associée.
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Proposition 40 Si

H: a(z)y +b(z)y=0
est une équation différentielle linéaire homogéne et I un intervalle ouvert de R
tel que si z € I, a(z) # 0 alors H) admet des solutions qui sont de la forme

y = kp(2)
ou k est un réel et ¢ une solution particuliére non nulle de H).

[ Si ¢ est une solution non nulle de H, il est évident que k¢ en est une autre
quelque soit la valeur de k. Inversement si f est une solution de H :, on peut la
supposer non nulle car sinon elle est de la forme f = 0p pour toute fonction ¢.
Alors on remarque que

@) _ ba)
f(@) a(z)
et nous pouvons déduire que
Inlf(@)| = [ 20 de+C = g(o)+ €

on en déduit que
|f(z)| = 9™ puis f(z) = +eCeI®

et f(z) est un multiple de (z) = €9(*) qui est non nulle. Cette proposition nous
permet de résoudre effectivement une équation linéaire.

Exemple 41 Résolvons
H: (z-1)y —zy=0.

Nous voyons que nous ne pouvons résoudre que sur I =] — 0o, 1[ ou sur J =
]1,400[ . Posons

nous avons

Inlyl=z+In|z-1]+C,
d’otu

y=Kl|z—1]e® =k(z — 1),

le passage de K a k est possible car (z — 1) est de signe constant sur I et sur J.
Proposition 42 Soit

E: a(z)y +b(z)y = c(z)
une équation différentielle linéaire et soit un intervalle I sur lequel a ne s’annulle
pas, on associe & E l’équation homogéne

H: a(z)y +b(z)y =0

dont on admet avoir déterminé les solutions h telles que h(z) = ko(z). Toutes
les solutions de E sont de la forme f = p+ h ot h est une solution de H et p
une fonction solution ”particuliére” de E).
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O Soit f = p+ h alors f/ =p’ + h' et en reportant dans E) on a

a(z)(p'(z) + 1'(z)) + b(z)(p(z) + h(=))

a(z)h'(z) + b(z)h(z) + a(z)p'(z) + b(z)p(z) = 0 + c(=).
Inversement, si f est une solution reportons f — p dans ’équation

a(z)(f'(z) — p'(z)) + b(z)(f(z) — p(z))

a(z)f'(z) + b(z) f(z) — (a(z)p'(z) + b(z)p(z)) = c(z) — c(z) =0,

ce qui prouve que f — p = h est une solution de H. l
Il nous reste & trouver une solution particuliere p de E.

Proposition 43 Méthode de variation de la constante : Soit

E: a(z)y +b(z)y = c(z)

une équation différentielle homogéne et I un intervalle ouvert de R sur lequel
a(z) est non nul. Supposons que h(z) = kp(z) est une solution de l’équation
homogéne associée H), il existe une solution particuliére p de E) de la forme

p(z) = k(z)p(z).
O Supposons que f(z) = k(z)p(z) alors f'(z) = k'(z)p(z)+k(z)¢'(z). Alors
a(z)(K'(z)p(z) + k(z)¢' (z)) + b(2)k(z)¢(z) = o(z)
a(z)k'(z)p(z) + k(z)(a(z)¢'(z) + b(z)p(2)) = ()

entraine

Nous avons a résoudre

qui est définie et continue sur I car a(z) et ¢(z) sont non nuls et a,c et ¢
continues. On peut donc écrire

et

@) = (@) | %mmu) = p(z) + h(x).

Notre bonheur est complet car, méme si nous oublions la forme de f, le calcul
nous la redonne. B

Exemple 44 Soit
E: (z—-1)y —zy=¢".
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Nous savons déja résoudre

dont les solutions sont

Posons

p(z) = k(z)e*(x — 1) et p'(z) = k' (z)(z — 1)e” + k(z)e x.
En reportant nous obtenons

(x — 1)(K'(z)(z — 1)e” + k(z)e®z) — z(k(z)e®(z — 1)) = €7,

calcul que nous pourrons nous passer de faire d chaque fois quand nous aurons
bien compris ce qui se passe, et

(x —1)%e"K' (z) + k(z)e®((x — 1)z — z(z — 1)) = €°.
1l reste
(z— 1)K (z) =1
et sans difficulté nous avons

1
k@) = — + K,

qui donne
f(z) =€+ Ke®(z —1).

Remarque 45 On est souvent tenté d’étendre le domaine de validité des so-
lutions d’une équation différentielle ¢ un intervalle plus grand que I et en par-
ticulier a réunir les intervalles d’autant que la fonction de base ¢ a la méme
forme sur chaque intervalle. Il faut étre conscient que sur I; les solutions sont
de la forme hy(z) = k1p(z), sur I de la forme ho(z) = kap(z) etc ... et que les
valeurs de ki, ks, ... sont indépendantes.

2.3 Equations différentielles linéaires du deuxieme ordre.

2.3.1 Généralités.

Définition 46 Une équation linéaire du deuxiéme ordre est une expression de

la forme
E: a(2)y” +b(z)y + c(z)y = d(2).

On définit les équations différentielles linéaires homogénes qui sont de la forme
H: a(z)y" +b(z)y + c(z)y = 0.
Tout comme dans le cas du premier ordre, a toute équation différentielle linéaire

E, on associe une équation homogéne H.
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Proposition 47 Soit
H: a(z)y" +b(z)y +c(z)y=0
la solution générale de cette équation sur un intervalle ouvert I est de la forme
h(z) = k1p1(z) + kagpa()
ol 1 et py sont deux solutions indépendantes.

O je ne vais pas démontrer que les solutions sont toutes de la forme k; 1 (z)+
kapa(x), mais on peut facilement vérifier que si 1 et @2 sont deux solutions,
k1p1 + ka2 en est une autre.

Sur le sens de p;et o sont indépendantes, il existe un bon critére qui est di
a Josef Wronski, 1776 1853 mathématicien polonais. Les fonctions ¢; et 2 ne
doivent pas étre proportionnelles pas plus que leurs dérivées ¢ et ¢5. Le plus
simple est de calculer le déterminant

Wienea(@ =| 5% 2 |~ a0 - @)

S 6

Ce déterminant est non nul, si ¢; et @2 sont indépendantes. On choisit a dans
I, le plus souvent « = 0. W

Exemple 48 Prenons un exemple que vous savez résoudre :
Yy’ — 5y +6y=0

on vous a appris qu’il y a deux solutions de base qui sont

le wronskien est

eQa eSa
W(Q017¢2) = ‘ 220 33

= 3e*¥e%* — 2e%%e3* = 2*** =1 sia = 0.

( J’ai noté a pour que les fonctions et les dérivées soient bien apparentes. )

Il est évident que la recherche des solutions de bases est le point clé de la
résolution, nous étudierons le cas ol a , b et ¢ sont des constantes et ensuite
quelques cas plus généraux.

Proposition 49 Soient I un intervalle de R et
E: a(z)y” +b(z)y +c(z)y = d(z)
une équation différentielle, soit

H: a(z)y" +b(z)y +c(z)y=0
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son équation homogéne associée; nous supposons que h = k1p1 + kaws est une
solution générale de H) sur I et que p est une solution de E). Toutes les solutions
de E) sont de la forme

f=p+h

[0 Est-il besoin de faire la démonstration qui est le décalque de celle des
équations du premier ordre ? Nous commengons par vérifier que p + h est une
solution de F, puis, en supposant que f est une solution de F, nous montrons
que f — p est une solution de H. B

Remarque 50 Si nous avons
E:a(z)y” + b(z)y + c(z)y = di(z) + da(2)
et si nous connaissons la solution générale h de
H: a(z)y” + b))y +c(z)y=0
et deux solutions particuliéres p1 et pa respectivement de
Eq: a(2)y” +b(z)y + c(x)y = di(z)

et

Ey: a(z)y” +b(z)y + c(x)y = da()
alors f = p1 + p2 + h est solution de E). Cette remarque permettra de séparer
une résolution d’équation différentielle linéaire en cas plus simples.

2.3.2 Les équations différentielles linéaires du deuxiéme ordre & co-
efficients constants.

Définition 51 On appelle équation différentielles linéaire du deuxiéme ordre a
coefficients constants une expression de la forme

E: ay’ +by +cy=d(x)
a #0.

Proposition 52 Soit
H: ay’+by +cy=0

une équation différentielle linéaire homogéne, on lui associe son équation ca-
ractéristique
I': ap’+bp+c=0.

- 8i A =b%—4ac > 0, T’ admet deux solutions réelles « et B et les fonctions
01 ¢ p1(z) = e*® et py : pa(x) = €P® sont deuz solutions indépendantes
de H).

- 8i A =b*>—4ac =0, T admet une solution réelle double « et les fonctions
01 p1(x) =e*® et pa :pa(x) = e sont deuz solutions indépendantes
de H).
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- 8i A = b2 —4ac < 0, T admet deuz solutions compleres conjuguées non
réelles o + iw et a — iw et les fonctions o1 : p1(z) = e** coswzr et
2 & p2(x) = e** sinwz sont deuz solutions indépendantes de H.

(1 Ces résultats sont plus ou moins connus mais il est bon de les redémontrer.
Le principe est de rechercher des solutions sous forme exponentielle p(z) = eP®
alors
ar?e™ + bre"™® + ce™ =0

amene a
I :ap®+bp+c=0.

Si nous avons des solutions réelles o et 8, les fonctions @1 : ¢1(z) = €*® et
@2 : p2(z) = €P® sont deux solutions de H. Pour prouver leur indépendance
nous calculons le wronskien en 0.

W(p1,92) =

i ; ‘:,B—aaéo.

Si nous n’avons qu’une solution double « alors la fonction ¢; : p1(z) = e**
est solution et nous allons vérifier que @3 : pa(z) = £e** est une autre solution.

a(2a + o®z)e™ + b(1 + ax)e®® + ce™® =
re®®(aa® + ba + ¢) 4+ €**(2aa + b) = 0

car nous savons que « est une solution double donc un zero de 2az+b. L’indépendance
se vérifie en calculant aussi le wronskien en 0.

0
1

W(<P17(P2): ‘:1#0

1
o

Si nous avons deux solutions complexes conjuguées, nous remarquons que

elati)T — 6% (cog W + i sin wa)

ela7)T — 9% (cogwr — i sinwa)
ce qui permet de penser que @1 : ¢1(z) = e** coswz et Y3 : p2(x) = €** sinwax
sont deux solutions. On le vérifie par acquis de conscience et on calcule le wrons-
kien en 0 pour prouver I’indépendance.

1 0
W((Pl,(PQ)—‘ a w ‘_W#O
puisque les solutions sont non réelles. B
Exemple 53 Soit I’équation

H:y' +2y+5y=0
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l’équation caractéristique est

I:p>+2p+5=0

de discriminant réduit A' =1 — 5 = —4. Les deux solutions sont p = —1 + 2i
et p = —1 — 2i, les solutions de base sont gfi(z) = e “cos2zx et pa(z) =
e %sin2z :

h(z) = e™*(ky cos 2z + ko sin 2z).

Finissons par la méthode de variations des constantes pour une équation
linéaire du deuxiéme ordre & coefficients constants :

Proposition 54 Soit
E: ay" + by +cy =d(z)

une équation linéaire et supposons que h = kip1 + kows soit une solution de
l’équation homogéne associée, une solution particuliére de E : est de la forme

p(z) = k1(z)p1(z) + k2(z) ()

avec la condition supplémentaire

k1 (z)e1(x) + ka(x)p2(z) = 0.
[0 Regardons ce que ¢a donne :
p(z) = k1 (x)p1(z) + k2 () p2(x)
P'(@) = k1 (2)¢ () + k2 (z) @2 () + (k1 (z)01(7) + k()2 (x))
p"(z) = k1 (2)¢ (z) + ka(z) 93 (z) + Ky (2) @ () + ka(7) p2()

en reportant dans F :

on obtient
a(z) (k1 (z)@ (z) + k() (z)) = d(2)
ki (z)p1(z) + kay(z)p2(z) =0

ce qui nous donne un systéme donc kj(z) et k%(z) sont solutions. En utilisant
la méthode du pivot de Gauss, nous avons

, | d(2)pa(z)
R e 75 A
’ . 1 —d(z)p1(z)
e @ o
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Les deux solutions sont intégrables parce que continues & condition que ¢}p2 —
P15 # 0 ce qui est vérifié puisque c’est le wronskien . Bl

Des étudiants attentifs pourront objecter que j’ai juste utilisé le wronskien
en « mais je n’ai pas la possibilité matérielle dans ce cours d’établir le fait que
si le wronskien est non nul en un point « de I, il est non nul sur 1.

Exemple 55 Cette méthode s’applique bien méme si un peu d’observation nous
permettra d’aller plus vite. Soit donc

E: y" +2y + 5y = dze™%;

nous connaissons la solution générale de ’équation homogéne : h(z) = e~ " (k; cos 2z+
ko sin 2z). Nous avons donc

p(z) = e ?(k1(z) cos 2z + ka(z) sin 2z)
P (z) = e *((—k1(z) + 2k2(z)) cos 2z + (—2k1 (z) — k2(x)) sin 2z)
p"(z) = e *((—3ki(z) — 4ka(z)) cos(2z) + (4k1(x) — 3k2(x)) sin(2z))+
e *((—ky(x) + 2k (x)) cos 2z + (—2k}(z) — ky(z)) sin 2z),
avec la condition :
e *(ki(z) cos 2z + ky(z) sin2z) = 0.
Reportons dans E et faisons les simplifications :
e *((—ki(z) + 2ky(z)) cos 2z + (—2k} (z) — kb(z)) sin2z) = 4dze™%;

nous avons le systéme

(— cos 2z — 2sin 2z) k| (z) + (2 cos 2z — sin 2z)k)(z) = 4z
cos 2zk] (z) + sin 2zk)(z) = 0
et en résolvant
ki (z) = L 4zsin2z = —2zsin2z
ky(z) = 25 (—4z cos 2z) = 2z cos 2z
d’otu
ki(z) = [ —2zsin2zdz = z cos 2z — [ cos 2zdz
ky(z) = [ 2z cos2zdz = zsin 2z — [ sin2zdx

ki(z) = zcos2x — Lsin2z + K,
ky(z) = zsin 2z + 5 cos 2z + K>

On en déduit la solution générale

1 1
f(z) = e ®[(z cos 2z — 2 sin 2z) cos 2z + (z sin 2z + 5 cos 2z) sin 2z 4+ K3 cos 2z + K sin 2z]

g
—~
8
N—r
I

e [z + K; cos 2z + K> sin 2z].
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2.3.3 Cas particuliers .

Je ne vais pas traiter en détail tous les cas mais indiquer les résultats.
Soit une équation différentielle

E: ay’ +by +cy=d(x)

— Si d(z) est un polyndéme de degré n, une solution particuliére p(z) est un
polynéme de degré n en général sauf si ¢ = 0 alors d°p = n + 1 et si
b=c=0alors d°p =n+ 2.

— Si d(xz) = Ae™ et si r n’est pas solution de I’équation caractéristique, on
recherche p(z) = Be™™.

- Si d(z) = Ae®® avec a solution simple de ’équation caractéristique, on
recherche p(z) = Bze®*.

- Si d(z) = Ae*® avec «a solution double de I’équation caractéristique, on
recherche p(z) = Bx2e®®.

- Sid(z) = A(x)e™ avec A(z) polyndme de degré n et si r n’est pas solution
de I’équation caractéristique, on recherche p(z) = B(z)e™ avec d°B = n.

- Si d(z) = A(z)e*®avec A(x) polynéme de degré n et si a est solution
simple de ’équation caractéristique, on recherche p(z) = B(x)ze®*.ou B
est un polynoéme de degré n.

— Enfin si a est solution double de 1’équation caractéristique, on recherche
p(z) = B(z)z%e*®.

— Pour terminer citons le cas ot d(x) = (A cos Oz + Bsin fz)e’®, on recher-
chera la solution p sous cette forme p(z) = (C cos fz + D sin fz)eP® sauf si
B + i est solution (forcement simple) de I’équation caractéristique auquel
cas p(z) = z(C cos fz + D sin fz)eP*.

Exemple 56 Reprenons
E)y" + 2y + 5y =4ze™ "
nous savons que l’équation de l’équation homogéne est
h(z) = e~ *(k; cos 2z + ks sin 2z)

xz

et que p(z) = B(z)e ® avec d°B = 1. Nous posons donc B(z) = (mz + p)e”
ce qui donne

(mz —2m +p)e™® +2(—mzx + m — ple™* + 5(mz + p)e™* = dze™".

Simplifions et regroupons
dmzx + 4p = 4z,

pas besoin d’étre un génie pour dire

f(z) = (z + k1 cos 2z + kysin 2z)e™".
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