Partie 2

Des solutions au probleme d’isotopie des tresses

e Grand nombre de solutions basées sur des approches variées,
algebre, topologie, géométrie, combinatoire,

o Intérét : variété des solutions :
~ richesse de la structure des groupes de tresses,
~+ grand nombre de généralisations possibles.



Solution : Représentation d’Artin

e Domaine : topologie algébrique

y

‘ -
e Méthode : invariant complet & ¥
e Auteur : Artin "47 4 'm

e Mots-clés : disque avec points marqués, groupe fondamental

e Point de vue : tresse = homéomorphisme

e Arriere-plan : théorie des surfaces, «truc d’Alexander»

e Extensions : mapping class groups, tresses de surface, ...




Homéomorphismes
e Diagramme de tresse a n brins ~ mouvement de n points :

4

~» homéomorphisme de D,, laissant 0D,, fixe

e Donc : B,, ~ groupe des classes d’isotopie d’homéomorphismes
mapping class group

de D,, laissant 0D,, fixe




Représentation d’Artin

e Tresse = homéomorphisme du disque troué D,,
~» action de B,, sur le groupe fondamental de D,,,
qui est un groupe libre de rang n.

e De la, homomorphisme p de B,, dans Aut(F),) :
T;— $imi+1$i_1-,
p(o;) : Tit1 > Ty
T — T pour k #£ 1,1+ 1.

Théoreme (Artin) : L’homomorphisme p est injectif.




Solution « représentation d’Artin »

Algorithme : Partant de w mot de tresse a n brins,
- (i) Calculer, pour i =1, ...,n, I'image de z; par p(w) ;

- (i) Alors w = ¢ si et seulement si p(w)(z;) = x; pour tout <.

sy — 02025252
Exemple : w =0, “0; “050;.

- (i) p(w)(z1) = :cla:zaBI1w3$1w;1xflwglw1w3w1w2
0 wl_lscglaslm;locl_l ;

- (i) ... = x1? non, donc w # e.

et non



Solution : Représentation linéaire

e Domaine : algebre linéaire

e Point de vue : tresse = matrice

e Méthode : représentation

e Auteurs : Burau’36, Krammer’00, Bigelow '00
e Mots-clés : coloriage de tresse, opérations auto-distributives
e Arriere-plan : théorie de Coxeter

e Extensions : groupes et monoides d’Artin—Tits




Coloriage de tresses

e Colorier un diagramme : propager les couleurs depuis la gauche ;

Yy xr
e Regle 1 : N x Y ~» projection de B,, sur &,

\ Y & ) epen 2 .
e Regle 2 : Y ~~» compatibilité avec relations de tresse ?
r Ny

Lemme : La régle 2 donne un coloriage de B, si et seulement si
I'opération * satisfait la loi z % (y*z) = (x*y) * (x * 2) .




Opérations autodistributives
e Opérations satisfaisant x * (yx z) = (zxy)* (xx 2z) ?

autodistributive

e Conjugaison sur un groupe : T*y = xyx '
Pour F',,

: B, — Aut(F,) :
~~ représentation d’Artin — solution du probleme d’isotopie.

e Moyenne sur un Z[t]-module : xxy = (1 —t)x + ty.

Alors sorties = combinaison linéaire des entrées, donc matrice
~+ représentation de Burau

B,, — GL,(Z[t, t™1])




Représentations linéaires

e La représentation de Burau résout-elle le probleme d’isotopie ?

Théoreme (Moody '91, ...) La représentation de Burau de B,,

n’est pas fidéle pour n > 5.

e Autres représentations ?

Théoreme (Krammer '00, Bigelow '00) : Il existe une représentation

linéaire fidele de B,, dans GL,,(,,_1)/2(Z[t,t™",q,q71]).

e Donc solution au probléme d’isotopie.



Solution : « greedy normal form »

e Domaine : combinatoire du groupe symétrique

e Point de vue : tresse = suite de permutations

e Méthode : forme normale

e Auteurs : Adjan’84, Thurston’88, Morton—EIl Rifai’88

e Mots-clés : permutation, descentes, divisibilité, pgcd

e Arriere-plan : théorie des groupes automatiques

e Extensions : groupes de Garside, ...




Tresses de permutation

e Section pour la projection de B,, sur le groupe symétrique S,, ?

Exemple : f=(2,4,3,1):

~ [f] = 0,030,07.

e Alors [f] est dans B, et longueur de [f] = # inversions de f.

Proposition : Les n! tresses de permutation dans Bi sont

les diviseurs de A,, dans le monoide B;'.




Treillis

Théoréme (Garside '67) : Le monoide B,. équipé de la relation de

divisibilité a gauche est un treillis.

e Corollaire : Pour tout 3 dans B, il existe une tresse de

permutation maximale divisant 3 a gauche

o Décomposition distinguée en produit de permutation :

B =[A].8' = [Allf]B" = ... = [Allfa] [ fal.

Proposition (Thurston, Morton ... '88) : Toute tresse de B,, admet
une unique expression AP [fi][f2]...[fa] t-9. f1 # (n,..,1), fa #id,

et, pour chaque r, tout recul de f,.; est une descente de f..




Solution « greedy normal form »

e Nombre fini de permutations + normalité locale
~ NF(wo;™") obtenu depuis NF(w) et ;" par transducteur :
automatique

Algorithme : Partant de w mot de tresse,
- (i) Calculer la forme normale NF(w) de w incrémentalement ;

- (ii) Alors w = ¢ si et seulement si NF(w) = [id].

sy — 02025252
Exemple : w = o, “0; “050;.

- (i) NF(o, ') = A3'.[3,1,2], NF(oy3) =..
.. NF(w) = A3%.[3,1,2].[2,1,3].[2,3,1].[1,3,2].[3,1,2].[2,1, 3].
- (i) ... =[1,2,3]? non, donc w # e.

e Complexité quadratique a n fixé

symétrique



Solution : Retournement de mot

e Domaine : systéme de récriture

e Point de vue : tresse = diagramme de van Kampen B
e Méthode : réduction

e Auteur : '91 ~»

e Mots-clés : confluence, terminaison, complétude
e Arriére-plan : structure de Garside

e Extensions : semigroupes




Retournement de mot

. s . g, —
e Associer 3 un mot de tresse un escalier : o; — __*,, o, * »—»lo-

— O it
e Compléter jusqu’a obtenir une équerre 4 a I'aide des regles
O3 Oy
— —
: oy
o, oy o M
A 4 : A4 :0-2
-------- » ST
g3 03 01
e Exemple :

— 52525252
w =0, 0, 050;

u]
o)
I

i
it




Terminaison

Ou est la récriture ? Lire les étiquettes de Pau a Strasbourg...

Mots terminaux = uv~! avec u,v positifs

Confluence ? Unicité du diagramme.
Terminaison ?

Proposition : Supposons u S et u; =t u, v, = .

S
o

,U/

Alors il existe u} =1 v/, v =1 v/ t.q. w;

“pocooca
&

Y

Corollaire 1 : Pour u,v positifs, u =" v entraine u v ~ .

Corollaire 2 : Pour tout w, il existe u,v positifs t.q. w ~ uv 1.




Solution « retournement »

Algorithme : Partant d’'un mot de tresse w,
- (i) Retourner w en uv~! avec u,v positifs ;

- (i) Alors w = ¢ si et seulement si v~ 'u se retourne en .

2 _—-2_2_ 2,

Exemple : w =0y, “0; “050; :
- ()  BBAAbbaa ~ abbbaBAAAB ;
- (i)  BAAABabbba ~ BBAAbbaa (= w) ;

- (iii) BBAAbbaa =¢ ? ... non, donc w # e.

_ _ _ -1
poser a = 0y, b = 05... A =0 ...

e Complexité quadratique a n fixé,



Solution : Réduction des poignées

e Domaine : géométrie + théorie combinatoire des groupes
e Point de vue : tresse = chemin dans le graphe de Cayley
e Méthode : réduction

e Auteur : '95

e Mots-clés : tresse o-positive, monotonicité
e Arriere-plan : ordre des tresses

e Extensions : 7?? (spécifique aux tresses)




e Une o;-poignée dans un diagramme de tresse :

Poignées

-

%

~

"

e La réduction d’une poignée :




Réduction des poignées

e En termes de mots :
o;-poignée = ofvao; ¢, avec e = *1 et que des ajﬂ, j > 1, dans v,

: . _ . +1 d —e _d_e
réduire = supprimer o, ~, remplacer chaque o’ , par o, 5007 ;.

réduction libre

N\

PATAS

e Réduire donne un mot équivalent
e Mots terminaux = mots sans poignée

Théoreme : (i) Un mot sans poignée n’est jamais trivial.

(ii) Toute suite de réductions est finie.




Solution « réduction des poignées »

Algorithme : Partant d’'un mot de tresse w,
- (i) Réduire la premiére poignée de w,

et itérer jusqu’a obtenir w’ sans poignée ;
- (ii) Alors w = ¢ si et seulement si w’ = e.

Exemple : w =05 %0; %0202 : posera=0y,b=0,... A=0; ...
- BBAAbbaa
- BBAbaBbaBa
- BBAbaaBa
- BBbaBaBa
- BaBaBa, sans poignée et non vide, donc w # e.

e Complexité : inconnue



Correction de la réduction
e Démonstration du point (i) :

o Systéme autodistributif ordonné : (S, *, <)

1

yy&ft

Txy; <

(zxy)*y, < .. #x

e Il existe des systemes autodistributifs ordonnés :
- (Laver '89) avec des grands cardinaux

- (D. '92) sans théorie des ensembles.




Graphe de Cayley

e Graphe de Cayley de B,, : 3 g
sommets = tresses ; aréte oi}o pour 3’ = Bo;.
e T(AZ) = restriction du g. de Cayley aux diviseurs de A? dans B;’.

F(A3) : o;l ..... ?:01‘0.2
147 \o Ag(= 0,0507)

e Mot tracé a partir de 3 dans T'(A%) :
o,0,0," tracé a partir de 1 dans T'(Aj),

Lemme : (i) Tout mot est tracé dans T'(A%) pour n,d > 0.

(i) L’ensemble des mots tracés dans T'(A%) est clos par réduction.




Terminaison de la réduction

e Démonstration du point (ii) :

e Soit wp, w1, ... une suite de réductions, les w, tracés dans T'(A%).

Alors il existe u = ujus... tracé dans T'(A%) t.q.,
si w,., w,.1 est la réduction de la premiére o, -poignée,
alors u, contient un o, et zéro a;l, sinon u, contient zéro alil

e Par (i), le mot u traverse au plus une fois chaque o, de I'(A%)
et il n’y a qu’'un nombre fini d’arétes o, dans I'(A%).
[m] =5 =

-




Solution : Coordonnées de Dynnikov

e Domaine : topologie
e Point de vue : tresse = action sur lamination

e Méthode : coordonnées

e Auteur : Dynnikov ‘00
e Mots-clés : algebre tropicale, triangulation, flip
e Arriere-plan : théorie des surfaces, théorie de Nielsen—Thurston

e Extensions : mapping class groups




Coordonnées de Dynnikov

e Pour x € Z, on pose " = max(0,z), z~ = min(z, 0), et
F+(w1;ylvw2ay2) -
(@atyl +(yz —21) "y — 2] Tatyn Hyr +21) 7 ya+20),s
F (3317’!4179327'!!2) =
(@1 —yf —(yz +22) " yatzy 22—y —(y1 — 22),y1-23),
ol 21 = T1—y; —T2+Y5 et zp =z +y; —T2—y3.
e On fait agir les mots de tresse a n brins sur Z>" par
(a17b17 "'7an7bn) * O'f = (allv /17 "'7a/n7b/n)
avec aj, = ay, et by, = by, pour k #£i,i+ 1, et
(a}, b}, al,1,bi 1) = F®(ai, bs,ai41,bi41).
e Par définition, les coordonnées de w sont (0,1,0,1,...,0,1) * w.

Théoreme (Dynnikov '00) : Les coordonnées de w ne dépendent

que de la tresse représentée par w, et caractérisent celle-ci.




Solution « coordonnées de Dynnikov »

Algorithme : Partant d’'un mot de tresse w,
- (i) Calculer ses coordonnées par les formules de Dynnikov ;

- (ii) Alors w = ¢ si et seulement si on obtient (0,1,0,1,...,0,1).

- — g 2472,2,2 . Ze@ o
Exemple : w = 0, “0; “050; ; coordonnées :

(0,1,0,1,...,0,1) xw = (1,—19,-12,9,0,13,0,1)
#(0,1,0,1,...,0,1), donc w # e.

e Complexité : quadratique en temps, linéaire en espace,
indépendamment de n.



Laminations

e Tresse=homéomorphisme ~» agit sur les courbes tracées sur D,,.

oy o,

ﬂ e d b d
G =/

7/

e Compter les intersections avec une triangulation fixée :

0

NDWANNHO
OBROWNHO
w
OROHEOWO

7/
3

~ 3n + 3 nombres, déterminant la tresse

[m] [ = =

N



Changement de coordonnées

e Coordonnées = différences entre nombres d’intersection ;

Question : Coordonnées de 3o; a partir de celles de (3 et de 7 ? J

eOrona #(0,(C)NT) = #(C Ny (T)) |

Proposition : Si T, T’ sont deux triangulations (singulieres) d’une

surface, on peut passer de T' a T’ par une suite finie de flips.




Flips

e Donc on doit passer de T" a a'zfl(T) par une suite finie de flips
——
—— A S e d b d e d
——

e Pour un flip, la formule est

902\\/@503 T2 \/\\_ T3
céi\x%lé]

e U SN, SO

T + ' = max(xq + x3, T2 + x4)
o

[m] =5 =

~» formules de Dynnikov en itérant quatre fois



Solution : Formes normales alternante et cyclante

e Domaine : algebre / combinatoire

e Point de vue : monoide de tresse

e Méthode : forme normale

e Auteurs : Burckel’94, D.’07, Fromentin’07
e Mots-clés : automorphisme, générateurs de Birman—Ko—Lee

e Arriére-plan : combinatoire des partitions non croisées

e Extensions : catégories de Garside




Forme normale alternante

e &, : automorphisme de B,, échangeant o; et o,,_; pour 7 < n.

e Toute tresse de B,. admet une unique décomposition
B=PB1 ®n(By) . 2771(B,)
avec 34, ..., 3, dans B/ | t.q., pour tout > 2,

aucun o; avec ¢ < 1 — 1 ne divise ®,,(3,.) - ... - <I>§’L_T+1([3p).
- - P4(3) - P4(B4) =
- O - - B3 | -

e En itérant, forme normale

u]
o)
I
i
it




Monoide dual

e (Birman—Ko—-Lee '97) d’autres générateurs de B,, :

_ =il = . .
Qij = 0; 1...0,,10;0;,4...0,_, pour 1<1<gy<n.

N/ . — — =\
_lh\u,\/d,
—

i — (A

e Monoide dual : le sous-monoide BI* de B,, engendré par les a; ;.

Théoréme : Le monoide B, " a une structure de Garside, ot le réle
de A,, est joué par J,, = 0,,_;...0,07, et ou les diviseurs de §,, sont

en bijection avec les partitions non croisées de {1,....,n}.




Forme normale cyclante
~+ automorphisme ¢, de B} "

= conjugaison par §,,.
t+1modn,j+1modn
e Toute tresse de B, “ admet une unique décomposition

/6 = ﬂl : d)n(/@Z) = ooo = ¢ﬁ71(ﬂp)
avec 3,, ..., 3, dans B,*, t.q., pour tout r > 2,

aucun a; j avec j < n ne divise ¢,,(3,) ... 22" (3,)
¢7(Bs)
¢n(/62)
B1
e En itérant, forme normale




Solution : Algorithme(s) de relaxation

e Domaine : topologie

e Point de vue : tresse = homéomorphisme
e Méthode : forme normale

e Auteur : X.Bressaud '05

e Mots-clés : homémorphisme, lacet, stratégie de relaxation

e Arriere-plan : systemes dynamiques

e Extensions : frontiere de Poisson, problemes de stabilisation




Méthodes de relaxation

e Tresse = homéomorphisme.

Principe : Fixer une (ou des) courbe de base C, et définir
une stratégie pour relaxer (= deméler) 3(C) et revenir a C :

+1

la suite des o; " utilisés donne une expression de gt

complexité

e Exemple 1 (Fenn et al.’97, Dynnikov—Wiest '06) :
C' = diameétre principal de D,,, stratégie = « arc utile ».

©:C:0:0

d’ou 3 = 0y0,0, loyoy




Axes des lacets de base

e Exemple 2 (Bressaud '05) :
C =

lacets standards
stratégie : relaxer 3(x1), puis B(x2), etc.

en diminuant les intersections avec les demi-axes.

O3 01045

e Une forme normale

+1

mais surtout un algorithme calculant la forme normale de wo;
a partir de celle de w et de .




Algorithme de Bressaud

1 2 3 4 1 2 3 4
2 -
I
A: ‘ =0yt
B A
;W™
5
bei M =
e
e Forme normale de Bressaud de ABa = b.AB.

[m] =5 =



Algorithme de Bressaud

1 2 3 4 1 2 3 4

\

e Forme normale de Bressaud de ABaaCA = b.ABC.

u]
o)
1
n
it



Algorithme de Bressaud

3 4 1 2 3 4

a
b: &
c: y 4 TETPU
A: ‘ = a;l
B A
;W™
AB : ‘
GAME OVER
be: MY
—_—
e Forme normale de Bressaud de ABaaCAbCc = b.c.ABC.

e Question (J. Chamboredon) : Approche purement syntaxique ?

u]

o)
1

n
it
)
»
i)



e On a survolé des solutions au probleme d’isotopie des tresses,
variées, mettant en jeu beaucoup de mathématiques...

Y en a-t-il encore d’autres ?
Quid du probleme de conjugaison ?
Quid des groupes d’Artin—Tits ?

Quid des groupes de tresses de surface ?

Quid des mapping class groups généraux ?
Quid de l'isotopie des nceuds ?

www.math.unicaen.fr/~dehornoy



