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TRESSES

• Un diagramme de tresse à 4 brins = projection 2D d'une figure 3D

←

• isotopie = bouger les brins de la figure 3D en laissant les extrémités fixes

isotope à

• une tresse = une classe d'isotopie!!!!!!!!! représentée par un diagramme 2D,
mais différents diagrammes peuvent correspondre à la même tresse.
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• Produit de deux tresses:

∗∗∗ :=:=:=

• Alors

∗∗∗ === ≈≈≈
↑

isotope à
• et (((

braid

)−1)−1)−1

:=:=:= braid

!!!!!!!!! Pour chaque nnn, le groupe BnBnBn des tresses à nnn brins (E. Artin, ∼1925).
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• Mais σ1σ2
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• Théorème 1: (D. 1995) La réduction des poignées se termine en un nombre
fini d'étapes; un mot de tresse représente 111 ssi il se réduit au mot vide.
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• Théorème 2: (D. 1992) Pour a, ba, ba, b dans BnBnBn, déclarons a < ba < ba < b si a−1ba−1ba−1b peut
être représenté par un mot dans lequel le générateur σ

i
σ
iσi
d'indice minimal

apparaît seulement positivement. Alors <<< est un ordre total sur BnBnBn.
↖
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• Deux ingrédients:
- (A): Un mot de tresse contenant σ1

σ1σ1 et pas σ−1
1

σ−1
1

σ−1
1
ne représente pas 111;

- (C): Toute tresse peut être représentée par un mot sans σ1
σ1σ1 ou sans σ−1

1σ−1
1σ−1
1 .

• Théo. 1 vient de Théo. 2: (C) donne l'idée et (A) la convergence :
quelque chose décroît décroît pour<<< quand une réduction est effectuée.

!!!!!!!!! Question: D'où vient l'ordre des tresses?
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1Π1
1Π1
1-détermination. !!!!!!!!! “I(j)I(j)I(j) est non trivial.”
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!!!!!!!!! CommeGLDGLDGLD est une extension deB∞B∞B∞, applications aux tresses.
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!!!!!!!!! un chemin continu des ensembles aux groupes de tresses.

• Question : Les résultats sur les tresses sont-ils des applications
de la théorie des ensembles?

• Non : les tresses apparaissent quand les ensembles disparaissent :
- La théorie des ensembles donne un exemple (hypothétique) d'un objet

(un LD-système ordonnable),
- Les tresses et leur ordre apparaissent au cours de la construction

d'un exemple alternatif (et "vrai").

• Oui : si la théorie des ensembles n'avait pas montré que la loi LD est
impliquée dans des phénomènes profonds et n'avait pas rendu l'existence
de LD-systèmes ordonnables plausible, il est douteux qu'on ait cherché à
construire de tels objets...
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• En physique : à partir d'une intuition ou d'une évidence physique, deviner
un énoncé, puis le passer aumathématicien pour une démonstration formelle;

• Ici : à partir d'une intuition logique (existence d'un rang autosimilaire),
deviner un énoncé (existence d'un LD-système ordonnable), puis le passer
au mathématicien pour une démonstration formelle;

!!!!!!!!! Même si on ne croit pas à l'existence d'ensembles (hyper)-infinis,
on doit reconnaître que, dans ce cas au moins,
de tels objets ont mené à des mathématiques concrètes.


