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CANTOR ET LES INFINIS

PATRICK DEHORNOY

En 1874 parait au Journal de Crelle une note de quatre pagésarg Cantor, alors agé de vingt-
neuf ans et jeune professeur a l'université de Halldligla denombrabilité de 'ensemble des nombres
algébriques et la non-dénombrablité de I'ensemble dashmes réels. Cet article est révolutionnaire
car, pour la premiére fois, l'infini est considéré nongpitomme une limite inatteignable mais comme
un possible objet d’'investigation. L'héritage de ce tibgat extraordinaire : non seulement il marque
la naissance de la théorie des ensembles — en fait unaghdmr’infini — mais il contient déja en
germe le probléme du continu qui a occupé toute la fin dedaleiCantor et a été et continue d’'étre le
moteur du développement de cette théorie. Un temps ohjeedascination déraisonnable reposant sur
un malentendu, celle-ci est aujourd’hui largement méaenalors méme qu’apparaissent les premiers
signes d’une possible résolution du probleme du contoségar Cantor.

Ce texte présente le contexte et le contenu de l'article aletdZ, puis évoque deux des principaux
développements qui en sont issus, a savoir la construdés ordinaux transfinis, avec I'amusante appli-
cation aux suites de Goodstein, et le probleme du conticomypris les contresens souvent rencontrés
sur la signification des résultats de Godel et Cohen, ginsies résultats récents de Woodin qui laissent
entrevoir ce que pourrait &tre une solution future.

1. Une petite note et deux ésultats simples

1.1. Lauteur. Georg Cantor nait en 1845 a Saint-Petersbourg, d’'une noése et d’un pere homme
d'affaires allemand, d’origine juive mais converti au @stantisme. Il passe ses premieres années
en Russie. La famille revient en Allemagne quand Georg a anze d’abord a Wiesbaden puis a
Francfort. Cantor fréquente le lycée de Darmstadt, sltdess en mathématiques sont remarqués, puis
le Polytechnicum de Zurich en 1862, et, a partir de 1863jVersité de Berlin ou il obtient 'équivalent
d’'un master en 1867.

En 1869, a I'age de vingt-quatre ans, il soutient unedtgrsthéorie des nombres, recoit son habi-
litation, et obtient un poste a 'université de Halle (8aknhalt). L&, sous l'influence de son collegue
Eduard Heine (1821-1881), il se tourne vers I'analyse,cggalement le probleme de l'unicité de la
représentation d’'une fonction par série trigonométeicgu’il résout positivement en 1870. La question
continuera de jouer un grand role dans les réflexions déo€Cam arriere-plan de I'élaboration de la
théorie des ensembles, notamment avec I'étude des eleseditis d’'unicité.

FIGURE 1. Georg Cantor jeune (a I'époque de l'article de 18747)
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A partir de 1872, Cantor entretient une correspondanceRigbard Dedekind (1831-1916), qui est
son ainé de quatorze ans et vient de proposer la déficiismombres réels par coupures. C'est dans ce
contexte que Cantor s’intéresse aux questions qu’on ppelintenant de denombrabilité, c’est-a-dire
a la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensembe résultat fondamental dont on va parler
plus loin, a savoir la non-dénombrabilité de 'ensemi#s nombres réels, est annoncé pour la premiere
fois dans une lettre a Dedekind datée du 7 décembre 18&8t publié I'année suivante au Journal de
Crelle, sous le titrec Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algisbhen Zahlew!. Ce
court article contient deux résultats portant sur la gokt& ou non de numéroter les nombres réels.

1. Abhandlnngen zar Mengenlehre.

.. Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reelleu
algebraischen Zahlen.
[Crellos Sourasl t. Metbomeids Bd. 77, 8. 368 —263 {1874).]
Tnterviner reallon algsbraischen Zahl wied wllgumein cine rozlle ZablgraEe o
veralaoden, welehe einer nicht 1dentischen CHeickung vor der Form geniigh:
qﬂ"-l-ﬂ:i.l"'.-]--n--l-ﬂ_:ﬂ, {1)
Wh oA, oy, 4. -0, gabss Zablen eind: oif Ldngen uns hierbed dic Zablen
n usd a, peativ, dic Kocllisienttn o, 4, . . . 0, ohne gemeinachaftlichen
Teiler upd dit Gleichuog (1) imtduktibe]l deaken; mit diesen Fertseirungen
wird erreicht, dsf nach den bekannten (rondsktesn der Arithswetik wnd
Algebra dis Gleickbung (1), welcher sine retlle algebraimehe Zahl geniigh,
i villig beatimenbe it nmgalehrt gohdron belannelich zu viner Gleichung
von der Form (1) hiokstens so viel reelle slgebraische Fahlen w, welche thr
g-mil;en als ibr Grad » angibt. Die reellen wlgebimischen Zahlen hilden
in threr Gesamibeit einem lnb:grlﬂ von Zablgrolen, welcher mit () bes
shichnet warin: #a hat dersalbe, wia aue sivfachen Betmmibtoogen hervor-
gtht, sive solehe Beschatfenheit, dafl in jeder Mahe irpepdeiner gednchien
£abl o unendlich viele Zahlen aus (w) liegen; um so suffallendsr diicfte
duher Fir den emten Aoblick die Bemerkung sein, dali man den Tnbegriff (o)
dern. Inbegrifis aller ganeen pesitiven Zahlen », welober darch das Zeichen (v}
sngedeutet werde, cindeutiz rnordnen kano, so dafl zu jeder algebrischin
2akl o eine beatimmte gance positive Zakl ¥ und umgekebrt gu jeder positiven
geowen Zabl v oime villig bestimmie reelle algebruiscle Zah) v gehdrt, JaB
alee, um mit andeven Worten dusselbs zo bezeichnes, der Enbagniff [m) in
der Farm einer yoendlichen gesefzmiBigen Heibe
LT TRRE L T 2)
grdacht weedem karm, in welcher simtliche Individwpess won ) vorkoniman
und #iz jedes von ihren sich ap einer bestimmten Stalls i (3], welche darch
den rogebdrigen Index gegeben ist, belindet. Bebeld men ein Gesetz ge-

funden bet, poch welohem eine solehe Zuocdoung gedecht werden kann,
Likt sich dassclbe naek Willkir modifickeren; es wird dshey ganfigen, woon
ich in §1 dwmjenigen Ancrdoungsnodus mitteile, welcher, wis mir scheint
die wenigiten Umatande in Ansproch it

Urmn von dieser Eigenschaft des Inbegrifien aller tesllen alyebraimhen

FIGURE 2. La premiére page de l'article de 1874 — ici reproduit dans les ceuvres
completes de Cantor

1.2. Un résultat positif... Les nombres réels sont les coordonnées des points d’oite.dts incluent
en particulier les nombres entidisl, 2, ... et les nombres rationnels, de la forp#g avecp, q entiers
etq non nul. lls incluent aussi beaucoup de nombres irratianiigh nombre réel (ou complexa)est

1sur une propriété de la collection de tous les nombre=baigies
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SUR UNE PROPRIETE DU SYSTHEME DE TOUS LES
NOMBRES ALGEBRIQURES RERELS.()
G. CANTOR
B a HALLE a. 5.
(Traduction d’'un mémoire publié d. I. journ. 4, Borchardt, t. 77, pag. 2588

On nomme, en général, nombre algébriyue véel un nombre rvéel w
qui est racine d'une équation non identique de la forme

) et tae™™ + e, =0,
On #, G, @, ....a, sont des nombres entiers; nous pouvons supposer que
les nombres # et a, sont positifs, que les coefficients @, a,, .. .. a, n'ont

pas de diviseur commun et que I'équation (1) est irrcituctible; ccs supposi-
tions étant faites, il résulte des théorémes fondamentaux de Varithinétique ct
de T'algébre que I'équation (1} admettant pour racine un nombre algébrique
réel déterminé est une équation entidrement déterminée; inversement i une
équation de la forme (1) correspondent an plus autantds nombres alg@hbri-
ques réels racines de cette dquation, qu’il y a d'unités dans le degré u.

Les nombres algébriques réels comstituent par leur ensemble un
systéme de nombres que nous. désignerons par (w); ainsi qu'il résulte de
considérations élémentaires, ce systéme (@) de nombres est de telle nature
qu'il existe une infinit¢ de wombres de (w) dont la différence avee un nom-

(') M. Geora Cawror aymnt eu la -honté de nous prometire unc série d articles now
veaux concernant scs recherches sur la théorie dos emsembles, nous pensons vendre service
i nos lceteurs en reproduisant d'abord iei en traduction frangaise les principaux niémoircs
dF M. CanTor qui se rapportent i ce sujets. ils mous paraissent en effet indispensables B
I'intelligence des nouveaux gui vont suivre et qne I'amfeur publiors de méme en frungaia.
La traduction a ¢t revue ot corvigde par Iautcur, Le vddacteur.

Actamnthemaitea, 2, Imprimd 8 Juin 1885, a0

FIGURE 3. Traduction francaise de I'article de 1874 publiée dans Acta mathematica
en 1883, et accessible sur gallica [10]

dit algébriques’il existe au moins une équation algébrique a coeffisiemtiers dontt soit solution.
Tout nombre entier est algébrique, puisque I'entiezst I'(unique) solution de I'equation — n = 0.
Tout nombre rationnel est algébrique, puisque le ratibpreg est I'(unique) solution de I'équation
gx —p = 0. Un exemple typique de nombre algébrique non rationnel@stqui est solution de
I'équationx? — 2 = 0. Il existe énormément de nombres algébriques : tout meméel pouvant étre
écrit a partir des nombres entiers a l'aide des opératio —, x,/, /., &/, &/, ... estalgébrique, et il
en existe encore bien d’autres puisque, depuis Abel, omsadliexiste des équations algébriques dont
les solutions ne peuvent pas étre exprimées a 'aide p@sbons précédentes.

Pourtant, Cantor démontre dans [2] :

Théoreme 1. On peut nuréroter les nombres aébriques.

Autrement dit :Il n’existe pas plus de nombres &lgriques que d’entiers naturels.
La démonstration de Cantor n’est pas difficile.
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Démonstration.Pour toute équation algébrigie
apX"+a;x" '+ ... +a,_x+a,=0 aveca, >0,
appelonsauteurde E I'entier
ap + |ai| + ... + |an—1| + |an| +n,

et disons qu’'un nombre algébriqaeadmet lahauteurN si a est racine d’au moins une équation de
hauteumN . Noter qu'un nombre algébrique donné admet certaineomeminfinité de hauteurs.
Par construction, la hauteur d’'une équation est au niliexiste une seule équation de haut2ur
a savoir
X =0,
et, par conséquent, un seul réel admettant la hadtéusavoir0.
De méme, il existe quatre équations de hau8garsavoir

2x=0, Xx+1=0, x-1=0, et x%2=0,

et, par conséquent, trois réels admettent la hadteusavoir—1, 0, 1.

Alors, pour toute valeur de I'entiéM, il n’existe qu’'un nombre fini d’équations de haut&lyborné
supérieurement pg2N)N, et, de 1a, un nombre fini de réels algébriques admetiamaliteuN , borné
supérieurement pg2N)N - N puisqu’une équation de degné au plus racines.

On peut alors numéroter les nombres algébriques commemunumérote tous les nombres algébri-
gues admettant la haute®y puis tous les nombres algébriques admettant la haGtgomis tous les
nombres algébriques admettant la hautewtc. Comme tout nombre algébrique admet une hauteur, la
liste ainsi constituée — qui est redondante — contient klesisombres algébriques. 1

1.3. ... et un résultat negatif. Par contre, si on considére la collection de tous les nosmées, alors
la situation est différente, et c’est le second résuléamadntré dans [2].

Théoreme 2. On ne peut pas nueroter les nombresaels.

Démonstration.Soitag, a4, ... une suite quelconque de nombres réels. On va exhiber unnegédia
qui est different de chacun des nombegs ce qui montre gu’aucune numérotation des nombres réels
ne peut étre exhaustive. Sans restreindre la gér&ralitSupposa, = 0 eta; = 1.

On va s’efforcer d’extraire de la suite dag une sous-suiteln,, 0n, , ... Vérifiant

(1) Ony < 0p, < 0Op, < ... <0pg <0Opg <O0n,.

On partdeny = 0 etn; = 1, et donc den,, = 0 etan, = 1. On procéde par récurrence. Supposons
i [CITktn; construit. Alors de deux choses 'une.
Ou bien aucun entiar ne vérifie

(2) n>n; et apestentra,,_, etan, (strictement),

auquel cas on pose = (0n,_, + 0p,)/2, et alorsa est distinct dex,, pour toutn.

Ou bien il existen vérifiant (2), et alors on définitj;; comme étant le plus petit tel entier. Notons
que, dans ce cas, pour chaque entigérifiantn; < n < nj;4, le réela, n'estpasentreay,; etan,,,
(sinon ce serait cet entierqui aurait été choisi pour; ).

Si la construction n’a pas avorté, on a obtenu des nomlesdsay, vérifiant (1). La complétude
de R implique qu’il existe au moins un nombre réelcoincé entre les deux demi-suites, c’est-a-dire
vérifiant
3) Ony < 0p, <0Op, <...<0<..<0Op, <0Opg <O0n,.

Alors a ne peut étre égal a aucun des ragls Par (3), c’est clair lorsque est de la forme;. Sinon, il
existei tel quen est entren; etn;;,. Mais alors, par construction,est entrexp, etan,,,, alors qu'on
a noté plus haut que, n'y est pas. On a donc a nouveaw ap,. 1

Cantor note que le rapprochement des théoréliret® permet de redémontrer I'existence de réels
non algébriques, établie pour la premiére fois par Lilberen 1851.
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1.4. En quoi ces fésultats sont remarquables.L'infini apparait dans les textes mathématiques dés
I’Antiquité, mais il y apparait en creux, comme une préfinégative (est infini ce qui n’est pas fini) et
une limite inatteignable, mais non comme un objet d’étutdsa.

Vers le milieu du dix-neuvieme siecle, une maturatiorsstgpérée et on commence a réfléchir sur
I'infini en des termes plus mathématiques. Par exemples dariexte posthume intituke Paradoxien
des Unendlichem? paru en 1851, Bernhard Bolzano (1781-1848) observe qu’iytant d’éléments
dans l'intervalle rée[0, 5] que dans l'intervallg0, 12], et donc que, dans une collection infinie, une
partie propre peut étre aussi grosse que le tout — mais céegt'avait déja fait Thabit bin Qurra al-
Harrani (836—901) mille ans plus tot. Pour autant, linfesteterra incognitaet objet de nul résultat
ou démonstration, ni méme définition puisque la prdprippelée ci-dessus ne sera explicitement
proposée comme définition de I'infini que par Richard Dexékers 1888.

Ce qui est profondément novateur dans l'article de Cargbteefait dedeémontrerdes propriétés
de linfini. Ce que fait Cantor, c’est de démontrer le prantf@oréeme sur l'infini, en 'occurrence
gu'il existe non pas un infini, mais au moins deux : I'infini demmbres algébriques est le méme que
celui des nombres entiers, mais ce n’est pas le méme quealeslnombres réels. Indépendamment de
I'énoncé du résultat, qui n’est peut-étre pas si imgoiren soi, c'est la possibilité de son existence qui
est novatrice : avec Cantor, I'infini devient objet d’étude lettre a Dedekind de décembre 1873 est
donc le point de naissance d'une théorie mathématiquektement nouvelle, la théorie de l'infini —
qui sera plutdt appelée la théorie des ensembles. lhesgue le point de départ de ce qui deviendra un
courant de pensée aussi important puisse étre daté aizet de précision.

Un point est remarquable. Cantor a intitulé son articléSur une propriété de la collection des
nombres algébriques, ce qui correspond au théorerhemais non au théorent qui pourtant nous
apparait aujourd’hui comme le résultat le plus novatetbomme dans [4], on peut se demander si
I'accent mis sur le résultat positif (on peut éEnuméneplutdt que sur le résultat négatif (on ne peut
pas énumeérer...) n'est pas une précaution de Cantor @otar le rejet de son article par Leopold
Kronecker (1823-1891), alors éditeur du Journal de Ceglgand contempteur de I'infini et de toutes
les spéculations qu’on appellerait aujourd’hui non dffes.

1.5. Largument diagonal. En 1891, dix-huit ans aprées l'article de 1874, Cantor mubihe nou-
velle démonstration du théoreme 2, encore plus simpfeappante, et passée a la postérité comme
la demonstration de référence. L'argumentdiigonal qui est a la base de cette démonstration a
des éléments communs avec une construction dévela#see875 par Paul du Bois-Reymond (1831—
1889), mais la combinaison d’'une autoréférence et d'@gation, qui est le point décisif, y apparait
semble-t-il pour la premiere fois. On sait que cet argun@eeu une descendance extraordinaire,
puisqu’il est I'ingrédienttechnique de base dans plusides grands résultats de la logique du vingtieme
siecle, notamment le paradoxe de Russell, les théorémeaomplétude de Godel, la construction
d’ensembles indécidables par Turing, et les théoreradsatarchie en théorie de la complexité.

Démonstration du thoreme 2 par I'argument diagonalSoit ag, ay, ... une suite quelconque de nom-
bres réels. On va a nouveau exhiber un nombreaésgli est difféerent de chacun des,. Cette fois,

on n'utilise pas I'ordre des nombres réels, mais I'exiseed’'un développement binaire pour chaque
nombre réel. Pour chaque entieril existe une suite infini€an 1, an 2, ...) de0 et del telle qu’on ait

an - E(an) = O, anylan’2... )

ou E(x) désigne la partie entiére de Posons alor§—= 1, 1™= 0, et soita le réel dont le
développementbinaire est
0,aj7als....

Alors, quel que soih, le réela est different dex,, puisque len-ieme chiffre du développement dg,

estan n, alors que celui de estar‘ﬁ',, qui est different de, , par construction 1

2paradoxes de linfini

3Tel quel, 'argument n’est pas rigoureux, car il supposaitite du développement binaire, laquelle n’est vraie gaur les
réels qui ne sont pas des rationnels dyadiques (ratiopoelgant s’écrire avec un dénominateur qui est une puissae?) : ces
derniers admettent deux développements, I'un termin@mpa infinité ded, I'autre par une infinité dé&. Pour rendre I'argument
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2. L’'h eritage (1) : les ordinaux

La descendance de I'article de Cantor est extraordinaisg|pa c’est toute la théorie des ensembles
et, de la, une part non négligeable des mathématiquesngtiame siecle qui peuvent s’y rattacher.
Cette descendance peut étre décrite en partant desxtraltarieurs de Cantor. Toujours a Halle, ou il
devient professeur en 1879 a trente-quatre ans, CantéiEsse de plus en plus a ce qui deviendra la
théorie des ensembles et, entre 1879 et 1884, il publieldaMathematische Annalame série de six
articles qui forment le socle de cette théorie.

FIGURE 4. Georg Cantor, probablement dans les années 1880

Dans cet héritage, on distinguera ici deux themes pranoip le premier étant la possibiliteé de
compter au-dela du fini, qui mene a la notion d’ordinahsfini.

2.1. Une théorie des nombres transfinis.Ce que montre Cantor, c’est que, une fois franchie la brarrié
conceptuelle qui rendait I'infini inaccessible, alors riea s’oppose a développer une arithmétique
des nombres infinis — ou, plutdt, transfinis, c’est-a-ditedela du fini — qui ressemble beaucoup
a l'arithmétique des nombres entiers et peut étre &glien particulier pour des démonstrations par
récurrence.

L'idée est de prolonger la suite des nombres entiers,-@'@bte decompterau-dela de), 1,2, ... .
Pour ce faire, le principe placé par Cantor a la base dersstretion est une propriété bien connue pour
les nombres entiers et au coeur des démonstrations paragce, a savoir que tout ensemble non vide a
un plus petit element. Ce qu'observe Cantor, c’est quen gjarde ce principe, alors il n’existe qu'une
facon de prolonger la suite des entiers. Par exemple, tledaster un plus petit nombre transfini plus
grand que tous les entiers, et Cantor I'appelleEnsuite, il doit exister un plus petit nombre transfini
plus grand que, et Cantor I'appell® + 1. Evidemment, viennent ensuiie+ 2, w + 3, etc, puis un
plus petit nombre transfini qui est plus grand que tous)leésn et qu’on appelle + w, ou encore - 2.

On continue avew - 2 + 1, puis, un peu plus tard - 3, et ainsi de suite. Il existe un plus petit nombre
transfini qui vient aprés tous les n, et on le notey - w, ou encora?. Il N’y aucune raison de s’arréter
en si bon chemin, et on trouve encore plus tafdw?, puisw®, puisw‘*’z, et méme un joun®”, ... et
encore bien d’autres nombres transfinis au-dela.

Ce que démontre Cantor — sans toutefois convaincre lgétieent Kronecker — c’est que la des-
cription ci-dessus n’est pas juste une extrapolation geagt hasardeuse, mais un systeme cohérent
pouvant étre utilisé dans des démonstrations. Par deeruyp-méme I'utilise en 1883 dans I'étude
des ensembles d’unicité pour démontrer au moyen d'uocarrénce sur les nombres transfinis, et en
méme temps que le mathématicien suédois Ivar Bendixs®8i1(-1935), un résultat demeuré fameux
sur la structure des sous-ensembles fermés de la draille,r& savoir que tout tel ensemble peut
s’écrire comme réunion d’un ensemble dénombrable et dhsemble dont tous les points sont points
d’accumulation.

rigoureux, il suffit de considérer le reaf-tdont le développement binaire @bﬂaL‘—z‘Oaﬁlagg‘Oa)@'... ; ce réel n'est certaine-
ment pas dyadique, et il différe @, pour toutn. En effet, sian est dyadique, on a“# an puisquea™h’est pas dyadique,
et, sinon, on ax™% an, puisque le2n-iéme chiffre du développement (unique) aeh’est pas celui du développement (unique)
dean.
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2.2. Une application amusante.Les nombres transfinis — aujourd’hui appetirdinaux— sont un
moyen puissant de demontrer des résultats mathémati@aequi est intéressant, et peut paraitre para-
doxal, c’'est que I'utilisation des ordinaux infinis permetrfpis de démontrer des propriétés d’objets
finis qui resteraient sinon inaccessibles. Un exemple apalzire est fourni par la convergence des
suites de Goodstein en arithmétique. |l s’agit de suitentiErs définies par une récurrence simple a
partir de la notion de développement en bpsterée. Développer un entier en base consiste a
décomposen sous forme d’'une somme décroissante

n:pnl.cl+...+pnk.ck

ou les chiffrexcj sont compris entré etp — 1, et ol les exposantg sont des entiers, nécessairement
strictement inférieurs &. On peut alors exprimer les exposan{seux-mémes en bage et itérer le
processus. On appellera développenitémé den en base I'expression ainsi obtenue. Par exemple, le
développement d26 en base est2* + 23 + 2! : le développement déest2?, celui de3 est2! + 1,

1
et, finalement, le développement itéréaieen base est2?” + 22'+1 4+ 21,

Définition 1. (i) Pourq [CplCZJon définitTpq : N — N comme suit Ty g(n) est I'entier obtenu en
remplacant partoyt parq dans le développement itéré den base, et en évaluant le résultat.

(ii) Pour chaque entiet, on définit lasuite de Goodstein de badeomme la suite d’entieig, gs,...
définie pamgs = d puis, inductivement,

p+1 = Tp,p+1(9p) — 1
Sigp est non nul, egp1 = 0 sigp est nul.

Par exemple, partant dg = 26, on trouve
T5(26) = To3(2% +22+1 +2) = 3%° + 33+1 43 = 327 + 34 4+ 3 = 7625597485071.

On recommence ensuite de méme en rempla&&pat4, et ainsi de suite.ll semble clair que la suite ainsi
obtenue tend vers l'infini extrémement vite. Et, pourt&duben Goodstein (1912-1985) a démontré
en 1942 |e résultat suivant :

Théoreme 3. Pour tout entierd, la suite de de Goodstein de bakeonverge ver§ : il existe un entiep
vérifiantgp = 0.

Démonstration.L’'argument est extrémement simple a partir du momentogeat utiliser I'arithmétique
ordinale. Pour cela, nous introduisons, pour chaque gntiere fonctiorl, ,, analogue & 4, mais qui
va deN dans les ordinauxTp ,(n) est 'ordinal obtenu en remplacamparw dans le développement
iteré den en base. Ainsi, par exemple, on a

T2,0(26) = T2’w(222 +22t +2) = 0% + 9t + @

Les propriétés de I'arithmétique des ordinaux engatfacilement que chacune des fonctidpg, est
une fonction strictement croissante. Alors, ppuE_Zlon posej, = Ty, (gp). Pour chaque entiet,
on a ainsi une suite d'ordina@, §s, ... Or, par contruction, on a, pour tqutel queg, soit non nul,

Op+1 = Tpi1,0(0p+1) = Tpr1,0(Tpp+1(9p) — 1)
< Tp+1,0(Tp,p+1(9p)) = Tp,0(dp) = Tp-

En effet, par construction, quels que soipm, r vérifiant2 CplC gl riCw] et quel que soih, on a
To,r(Tp,q(N)) = Tp,r(n), et, en particulierTp1,0(Tp,p+1(N)) = Tp,w(N). La propriété fondamentale
de la suite des ordinaux, a savoir que tout ensemble noravigteplus petit élément, entraine que toute
suite strictement décroissante d’ordinaux doit étreefidonc, nécessairement, il existe un enpi¢el
queg, est nul, et dong, est nul également (figure 5). 1

Le point essentiel dans la demonstration précédentegistence de I'ordinad, c’est-a-dire I'exis-
tence d’'un nombre transfini qui domine tous les entiers agarf dontv le fait, c’est-a-dire qui soit tel
que la distance déaw soit la méme que celle deaw.
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FIGURE 5. Démonstration du théoréme de Goodstein: en bas, les entiers, en haut, leurs
images chez les ordinaux infinis, qui gomment les changements de base ; ne restent alors que
les —1 qui forcent la décroissance aussi longtemps que 0 n’est pas atteint

Ce qui est remarquable est que le théoreme 3, qui est urepultat d’arithmétique, au sens ou son
énoncé ne met en jeu que les entiers et leurs opérafiemeataires, et qu’on a demontré si simplement
en utilisant les ordinaux infinis, ne pepdsétre démontré sans faire appel a un tel outil. Precesd,
s’appuyant sur une méthode développée par Paris etridéor en 1978, Kirby et Paris ont démontré en
1981 [14] que le théoreme de Goodstein ne peut pas &memteé en utilisant seulement les axiomes du
systeme de Peano, c’'est-a-dire en restant dans le catlagihenétique usuelle. En un sens, ce résultat
legitime la suspicion de Kronecker envers les méthode&aaeof ; en un autre sens, il illustre la portée
visionnaire de ces dernieres.

2.3. Les ordinaux aujourd’hui. Plus d’'un siecle plus tard, les tensions sont apaiséegjuestions

de fondement ont été éclaircies, et les ordinaux et tairreénce transfinie font partie de la palette
des mathématiciens. Pour autant, a I'exception de leglagimathématique et de certaines parties
de l'informatique théorique (terminaison des systemesé&gcriture) qui en font grand usage, force
est de constater que ces outils, pourtant aussi élégaptpujssants, restent assez peu utilises dans
le cceur des mathématiques — a quelques notables exceiea comme le théoréme de Martin
sur la détermination des boréliens. Ceci n'est pas ¢tearant dans la mesure ou, finalement, les
mathématiques ne font qu’un usage assez limité de l'iafthiel, c’est-a-dire d’un infini qui ne soit pas
simplement la continuation indéfinie de la suite des estier

3. L'h éritage (2) : le probleme du continu

L'autre héritage direct de I'article de 1874 est la théates cardinaux et son probleme central, le
probléeme du continu, qui est la question de détermineateinal de 'ensemble des nombres réels.
Cantor a cherché pendant toute la suite de sa vie la solatigorobleme du continu. Resté a Halle
— I'opposition de Kronecker 'empécha de trouver un pasterlin — il continua a y développer sa
théorie des ensembles, avec des résultats notables cbanguament diagonal de 1891 ou le théoreme
de comparabilité des cardinalités de 1897, mais il nelvégamais le probleme du continu. La fin de sa
vie est assez triste. Bien que la portée scientifique de sonemait &té largement reconnue par ses pairs,
sa vie a partir de 1884, et jusqu'a sa mort en 1918, a &ténatsrie par des polémiques scientifiques et
surtout des épisodes dépressifs de plus en plus séy@reat entrainé de internements récurrents dans
des institutions de soin.

De son c0té, le probleme du continu est resté au cceur tiié@daie des ensembles tout au long du
vingtieme siécle et aujourd’hui plus que jamais, a un rantou I'espoir d’une solution commence a se
dessiner.

3.1. Une infinité d'infinis. Le theoreme2 a montré qu'il existe au moins deux infinis qu’on ne peut
pas mettre en correspondance bijective, a savoir cellededmbleN des entiers naturels et celui de
I'ensembleR des nombresréels. Intuitivement donc, ces infinis n'oal@aaéme taille, et le théoréme 2
ouvre une nouvelle problématique qui est celle de compateirlle des infinis.

4Kronecker maurait certainement pas été rassuré dape que le plus petit entiprpour lequel lep-ieme terme de la suite
de Goodstein de bagevaut zéro es8 - 2402653211 _ o
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FIGURE 6. Georg Cantor, probablement aux alentours de 1900

Rapidement, dés 1878, Cantor a proposé de formalisemaarison des tailles dans les termes que
nous utilisons toujours, a savoir I'existence de bijetsiet d'injections : on déclare qu’'un ensemBle
fini ou infini, a la méme taille (ou cardinalité) qu'un enddrB s’il existe une bijection dé surB ; de
méme, on déclare quk est de taille (ou de cardinalité) au plus celleRig'il existe une injection dé\
dansB. Noter que, dans le cas d’ensembles finis, ces définitiomsgmondent bien a la comparaison
usuelle des nombres d’éléments. En 1897, Cantor et, aem@ment, Felix Bernstein (1878-1956) et
Ernst Schroder (1841-1902) montreront que cette congmarales cardinalités est un ordre total : s'il
existe une injection d& dansB et une injection d& dansA, alors il existe une bijection d& surB.

On notera que la théorie des cardinalités infinies sereéppidement de celle des ordinaux transfi-
nis : alors que, pour les ensembles finis, compter et ordsorgrdes taches équivalentes, il n'en est
pas de méme pour les ensembles infinis. Précisémengxisté qu’un seul type d’ordre total sur un
ensemble fini de cardinalité donnée, alors qu'il existerdgtiples ordres totaux deux a deux non iso-
morphes sur un ensemble infini. Par exemple, du point de vie @dle, les ensembldy et Z sont
équivalents, alors que, munis de leurs ordres usuelsgile sont pas.

Dans ce contexte, le théorerdaffirme qu'il existe au moins deux cardinalités infiniestidistes.
Cantor lui-mé&me montrera un résultat beaucoup plus féitgya une forme de I'argument diagonal.

Théoreme 4(Cantor) Il existe une infinié d’infinis deuxa deux distincts : les cardinaéis deN, P(N),
P(P(N)), ... sont deu# deux distinctes.

Démonstration.On commence par démontrer que, quel que soit I'ensemblen’existe pas de sur-
jection, et dona@ fortiori pas de bijection, d& sur 'ensemble des parti€3(E). En effet, soitf une
application quelconque dé dansP(E). On va montrer qué n’est pas surjective en exhibant une
partie deE qui n'appartient pas a 'image de A cet effet, posons

(4) A={xeE|xZf(X)}.

Soita un élément quelconque d&. De deux choses 'une. Ou bi@nest dandA, ce qui signifie que
a n'appartient pas &(a). Commea est dandA, c'est quef (a) n'est pas égal &. Ou biena est dans
le complémentaire d4, ce qui signifie que appartient & (a). Commea n’est pas dang\, c'est a
nouveau qué (a) n'est pas égal &. DoncA ne peut appartenir a I'image de I'applicatibnet celle-ci
ne peut étre surjective.

Ceci démontré, posorsy = N, E; = P(Ep), Ex = P(E,), etc. D’apres ce qui précede, quel
gue soiti, il ne peut exister de bijection d&; surE;;. Par ailleurs, pour tout ensemble non vide
I'application qui envoieX surx si X est le singletor{x}, et sur un élément fix&, sinon, est une
surjection deP(E) surE. Par conséquent, pour toug vérifiantj i 2, il existe une surjection
deEj surEj;, et, de I3, s'il existait une bijection d&; surE;, on en déduirait par composition une
surjection deE; surEj 1, contrairement a ce qu'on a vu plus haut. 1

On reconnait dans la demonstration du théoreme 4 les idgrédients de I'argument diagonal, a
savoir la combinaison d’une autoréférence — utilisasonultanée dex et f(x) ici, comme celle des
chiffres diagonaug; ; dans la sectioth — et d’une négation —x £ f(X) ici, utilisation deai":i'dans la
sectionl.
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3.2. Lhypoth ese du continu. Dés lors qu'il existe une infinité de cardinalités infinidifferentes, une
question évidente est de déterminer la position des raliths des ensembles les plus usulgt R,
dans cette famille. Pour ce qui est de la cardindlifeon voit facilement que c’est la plus petite des
cardinalités infinies N s’injecte dans tout ensemble infinD’apres le theoréma, la cardinalité de&R
est strictement plus grande que celleNieCe qu’on appelle Iprobleme du contind c’est précisément
de déterminer quel infini est la cardinalité e

Des 1877 — avant méme d’avoir établi I'existence d’'uninité d’infinis et la comparabilité de
ceux-ci — Cantor a prédit une solution au probléeme du cantihypottese du continu

Toute partie infinie d& qui n’est pas en bijection aveé¢ est en bijection aveR.

L’hypothese du continu signifie qu'il n’existe aucun endéderde taille strictement intermédiaire entre
celles deN et deR, c’est-a-dire, en termes de cardinalités, que la calitende R (le continu) est un
successeur immédiat pour celleld€le denombrable).

Cantor n'a jamais réussi a démontrer (ou a réfutegdbthese du continu. Le seul résultat notable
gu'’il démontra sur le probleme du continu est le théaéatit de Cantor—Bendixson sur la structure des
fermés mentionné plus haut. Celui-ci entraine facilenggie tout sous-ensemble fermé infiniRleui
n'est pas en bijection aved est en bijection aveR entier : ainsi, on peut dire que les fermés satisfont
a I'hypothése du continu. Heélas, Cantor ne put jamaigmibtde résultat analogue pour des sous-
ensembles plus compliqués Be— et les développements de la théorie des ensembles atievingg
sieécle montrent qu’on était treés loin a I'époque depdiser des moyens techniques de le faire.

Par contre, sans résoudre en rien la question, les travtneurs de Cantor permettent de donner
du probléme du continu la version symbolique concise sagsdlle il est souvent énoncé aujourd’hui.
Le point de départ est un nouveau résultat fondamentalaigo€ qui précise considérablement le
théoréme 4 et le theoréme de Cantor—Bernstein—Sehrod

Théoreme 5(Cantor) Il existe une suite de cardinadis indeke par les ordinaux
Nog <Ny < Ng < ... <Ry <Ny <.
telle que tout ensemble infini admet pour cardinditn (et un seul) des alephs

Ainsi, non seulement il existe une infinité d’infinis, mars@une description compléte de la structure
de cette famille des infinis, a savoir une suite bien oréenndexée par les ordinaux. Le théoréne
montre en particulier que, pour chaque cardinaljti existe une plus petite cardinalité strictement plus
grande que, ce qui n'arien d’évident : il aurait trés bien pu se fargriori que I'ordre des cardinalités
inclue des intervalles denses, comme l'ordréde

Des lorsX, est la cardinalité dal, et le probleme du continu devient celui de déterminet gleph
est la cardinalité d&. L'hypothese du continu prend alors la forme simgded(R) = ¥, puisqueX;
est, par définition, le successeur immédiadalans la suite des alephs.

Par ailleurs, il est facile de définir une bijection en@eet P(N), donc entreR et 'ensemble des
applications deN dans{0,1}. Puisque la cardinalité dN estX, il est naturel de note2 >Icelle
de {0, 1}N, qui est donc aussi celle d@ Avec ce formalisme, I'nypothése du continu correspond a
I'egalité

b=y,

3.3. Le développement d'une discipline nouvelleEn 1900, David Hilbert (1862—-1943) expose au
Congres International des Mathématiciens a Paris sadamliste de vingt-trois problemes pour les
mathématiques du vingtieme siecle, et place au preraigy fa question de savoir si I'hypothese du
continu est vraie ou fausse. C'est le signe que les rétessar 'usage de linfini autrement que

5En termes modernes, il faut au moins une forme faible dedragi du choix pour pouvoir affirmer ceci; ces questions
somme toute mineures n'interviendront que plus tard, gfetent pas vraiment la théorie cantorienne des cardirmgui est,
principalement, une théorie des ensembles bien ordoesatiest-a-dire une théorie ol I'axiome du choix esideal

6A I'époque de Cantor, I'ensemble des nombres réels eslégle continu

7ici encore, il convient de précisestout ensemble bien ordonnablgoour tenir compte des problémes de choix

8N estla premiere lettre, aleph, de I'alphabet hébraique
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comme limite inatteignable ont été dépassées et quarbectere fondamental de I'ceuvre de Cantor a
été reconnu ; Hilbert décrit I'arithmétique transfinie Cantor comme: le produit le plus étonnant de
la pensée mathématique, et une des plus belles réatisalie I'activité humaine dans le domaine de
I'intelligence pure».

Les progres directs sur le probleme du continu ont &tésecar ils n’ont pu se produire qu’apres le
développement d'un substrat considérable. Dans l&éghi théoreme de Cantor—-Bendixson montrant
que les fermés satisfont a I'hypothése du continu, gultét précoce est le théoreme démontré en
1916, a I'age de vingt ans, par Pavel Alexandroff (189@2)9 les boréliens satisfont a I'hypothéese du
continl’. On sait maintenant que ce résultat est 'optimum de ce quvait &tre établi a 'époque, et
cette direction de recherche n’a pu étre poursuivie qatéifdes années 1970 avec le développementde
ce qu'on appelle la théorie descriptive des ensembles meda savoir I'étude fine des sous-ensembles
deR.

La grande difficulté du probleme du continu et, plus gat@ment, de toutes les questions met-
tant en jeu l'infini, et ce qui rendait pratiquement impoksibne solution a I'époque de Cantor, était
I'absence d’'un cadre conceptuel a la fois précis et objen donsensus général pour élaborer une
théorie et démontrer des résultats. Cantor a bien péopoe définition devenue classique de la notion
d’ensemble —« n’'importe quelle collectioM d’objets de notre pensée ou de notre intuition définis
et séparés ; ces objets sont appelés éléemertd de— mais cela ne saurait suffire a préciser la regle
du jeu, c'est-a-dire a déterminer d’ou partir pal@montrerdes propriétés des ensembles. Cantor lui-
méme a reconnu, en méme temps que d’autres comme CesaleRuti (1861-1931) ou Bertrand
Russell (1872-1970), les difficultés ou méne I'impsémn de la notion d’objet défini, et ce n'est qu'a
partir du début du vingtieme siécle que ces points ontroencé a étre éclaircis: ce qui importe au
mathématicien n’est point de définir ce gatun ensemble, mais simplement d’obtenir un consensus
sur la fagon donfionctionnentes ensembles, c’est-a-dire sur le point de départ & paiquel démontrer
des théoremes. En 1908, Ernst Zermelo (1871-1953) a peopo systeme axiomatique pour les en-
sembles, ultérieurement amendé en 1922 par Adolf Fr&aéh881-1965), et ce systeme, connu sous
le nom desyseme de Zermelo—Fraenkal systeme&F s’est assez rapidement imposé comme un point
de départ standard pour la théorie des ensembles, ada it le systeme d’Euclide est un point de
départ pour la géométrie du plan ou le systeme de Peaastem pour I'arithmétique.

3.4. Deux résultats majeurs... A partir du moment ot un consensus était établi pour tersiysteme F
comme point de départ d'une théorie des ensembles, lai@re@tape en direction d’'une solution du
probleme du continu est de déterminer si I’hypotheseahtiou est ou non une conséquence des ax-
iomes de ce systeme. Ce n’est pas le cas : Kurt Godel (190®}4’abord, puis, vingt-cinq ans plus
tard, Paul Cohen (1934-2007), ont montré deux résultgatifs :

Théoréme 6(Godel, 1938) Sauf si ceux-ci sont contradictoifésla négation de I'hypothse du continu
n’est pas consgquence des axiomes du g&yseZF.

Théoreme 7(Cohen, 1963) Sauf si ceux-ci sont contradictoires, I'nypéte du continu n’est pas con-
sequence des axiomes du gyseZF.

Les théoremes de Godel et de Cohen sont a juste titredérds comme des étapes majeures. Leur
démonstration a requis la mise en ceuvre de moyens comm@Eatenouveaux, méthode des modeles
intérieurs dans le cas de Godel, méthode du forcing dels de Cohen. Indépendamment des diffi-
cultés purement techniques (qui restent non négligealiiéme avec le recul de plusieurs décennies),
ces résultats ont nécessité un changement de point dmwyget sur la théorie des ensembles, analogue
en bien des points a la révolution copernicienne ou &eleodverte des géomeétries non euclidiennes
puisqu’il s’agissait de passer de la vision d’'un monde degmbles unique a celle d’'une multiplicité
de mondes possibles.

Mais Alexandroff, décu de n'avoir pas résolu le probdemu continu, devint producteur de théatre et ne revint aux
mathématiques que des années plus tard

10 4 précaution oratoire est nécessaire, car le seconddire d'incomplétude de Gddel empéche qu’on puissaiete car-
actere non-contradictoire du syste#¥e; il est donc impossible d’écarterpriori I'hypothése que ce systeme soit contradictoire
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FIGURE 7. Kurt Godel (a gauche) et Paul Cohen (a droite)

3.5. ... et deux malentendus.La destinée de la théorie des ensembles n’a, dans la suitingtieme
siecle, guére été plus heureuse que la destinée pe@de son créateur, Georg Cantor. Deux malen-
tendus sont a 'origine de cette situation.

Le premier malentendu tient au succés-méme de la th8esensembles. Ce que Zermelo a saisi
probablement le premitr c’est la possibilité d’utiliser les ensembles comme hasque de la totalité
de I'édifice mathématique. Précisément, on peptésentercomme ensembles les fonctions (Felix
Hausdorff, 1918), puis les entiers (John von Neumann, 1923)de |4, la quasi-totalité des objets
mathématiques. Certes remarquable, ce résultat — misiereae facon systématique dans le traité de
Bourbaki quelques années plus tard — a été pris pour Bienque ce qu'il est, a savoir un résultat de
codage (ou de coordinisation), analogue par exemple adsilftité de coder les points d’un plan par
un couple de nombres réels ou par un nombre complexe. DgsnEs approximatifs ont vu un résultat
ontologique la ou il n'est question que de codage, et ppsédogme« tout est ensemble faisant
jouer a la théorie des ensembles un role de théorie chddgoaut qu’elle ne revendique nullement : il est
difficile a un mathématicien laic de croire que I'en@ierstl'ensemble((), {0}}, puisqu’aucune intuition
ne vient étayer une telle identité, et qu’aucune dénratish ne saurait en etre donnée. Il était des lors
inévitable que I'engouement déraisonnable suscit&cetie approche soit décu et que les applications
somme toute mineures de la théorie au reste des math&mstéptrainent un rejet a la mesure des
espoirs initiaux. Les dérives pédagogiques des anr@&3, Hirectement issues d’'une confusion entre
« tout est représentable par des ensembles« tout est ensemble, n’ont &videmment pas redoré
le blason d’'une théorie méconnue et souvent imaginéemmla manipulation de diagrammes de Venn
aussi abstraits que vides de sens mathématique : la ¢héesiensembles est la théorie de I'infini, et
elle n'a que trés peu a voir avec l'utilisation — au dematguotidienne et bien commode — du
vocabulaire ensembliste élémentaire par tous les matiéiens contemporains.

Le second malentendu tient a la signification des théesxe Godel et Cohen. Le public cultivé, et
bien des mathématiciens, en ont retenu que le problemerdina est un probleme qui ne peut pas étre
résolu et restera ouvert pour I'éternité. Certains iimegt un mystérieux statut qui ne serait ni vrai, ni
faux, ou alors serait intrinsequement inconnaissablenmoere dépourvu de tout sens véritable. Ce que
disent les résultats de Godel et Cohen est tout autreertddis simple : ils disent, ou plutdt illustrent
puisqu’on le savait déja depuis les théoremes d’'indétnge de Godel, que le systeiE de Zermelo-
Fraenkel est incomplet, lacunaire, qu'il n'épuise paspexprietés des ensembles. Ce sur quoi existe
un consensus quasiment général, c’est sur le fait quexlemas deZF expriment des propriétés des
ensembles que notre intuition recommande de tenir pouesirdiutrement dit, nous jugeons opportun
de prendre ces axiomes comme point de départ et d’acceptene valides leurs conséquences. Mais
personne — en tout cas aucun spécialiste de théorie desnbfes — n’a jamais prétendu que les
axiomes deZF épuisent notre intuition des ensembles. L'explorationetée notion est en cours, et il se
peut tres bien que, dans le futur, un consensus émergegpoftunité d’ajouter de nouveaux axiomes,
au fur et & mesure qu’on reconnaitra comme pertinenteodeeties propriétés des ensembles et de
I'infini. Ainsi les résultats de Godel et Cohen antvertle probléme du continu bien plus gu'ils ne I'ont
fermé.

15 he semble pas que Cantor ait anticipé cet aspect dual@veinent de la théorie des ensembles



CANTOR ET LES INFINIS 13

3.6. Le probleme du continu aujourd’hui. Pres de cinquante ans aprés le résultat de Cohen, le&probl
me du continu n’est pas réglé, mais des progres impartantteté effectués et il n’est pas exclu qu’une
solution apparaisse dans un futur assez proche.

Le développement majeur de la théorie des ensemblessllsuannées 1970 a été I'emergence
progressive, sur la base d’'un corpus considérable ddtaéseonvergents, d'un consensus quant a
I'opportunité d’'ajouter au system&- des axiomes additionnels affirmant I'existence d'infinisptles
en plus grands — ce qui n’est qu’une itération naturelle’deproche de Cantor [11, 12, 18]. Ces
axiomes, ditxx de grands cardinaux, ont des formes techniques variées. Le plus importanttiden
eux, I'axiomeDP dit de détermination projectives’exprime en termes de jeux infinis et on peut le
voir comme une forme forte du principe du tiers excluAsn’est pas vrai, alors la négation deest
vraie). Le progres technique principal a été un thémé&émontré par Donald A. Martin et John Steel
en 1985 et sa réciproque démontrée par Hugh Woodin en [l83B]. Essentiellement, ces résultats
montrent que le system& + DP fournit une description aussi satisfaisante du monde desneles
dénombrables que ce que le systeafefournit pour le monde des ensembles finis, a savoir une de-
scription qui, en pratique et de fagon heuristique, agpacanpléte : méme si les théoremes de Godel
empéchent une complétude formelle, et malgré les remadolgs résultats de H. Friedman, force est de
constater que jamais le défaut de complétude du sysEmeest apparu comme un véritable facteur
limitant en arithmétique ou en combinatoire finie. Sur laddu system&F + DP, il en est de méme
pour le niveau suivant, qui est celui de la topologie et dedlgse dans les ensembles projectifs au sens
de Luzint?. C'est précisement ce type de complétude heuristiqusuggite 'émergence progressive au
sein de la communauté des théoriciens des ensembles —teadantt celle de tous les mathématiciens
d’un consensus pour ajouter I'axiorB® aux axiomes d&F comme nouveau point de départ de la
théorie des ensembles.

Des lors, I'etude de I'univers des ensembles finis et degmbles dénombrables est, en un sens,
complete, et I'étape suivante est celle des ensembleardealitéX;. C’est a ce niveau que le travail
se poursuit depuis la fin des années 1980 [19]. Or, c'egtdosg pose le probleme du continu dans sa
forme générale. Par exemple, le systétie+ DP entraine que tous les ensembles projectifs satisfont
a I'’hypothése du continu, mais il ne dit rien — et ne peun rigre — sur les ensembles de réels plus
compliqués.

A I'heure actuelle, la situation reste ouverte, mais il &xiau moins une approche qui méne a un
enchainement de théoreémes probant, a savoir I'apprdékieloppée par Hugh Woodin a partir de la
notion dite d’absoluité générique, qui consigmsso modpa privilegier les propriétés qui sont invari-
antes par I'action du forcing de Cohen. Ce que montre Woartirsont deux résultats [20, 21, 6, 7],
a savoir qu'il existe un axiontd qui, ajouté &ZF + DP, donne, pour le niveau d¢;, le méme type
de description quéF + DP donne pour le dénombrable, et, d’autre part, tug axiome menant a la
situation précédente entraine nécessairement ladtde I'hypothése du continu.

Ces travaux de Woodin ne constituent pas ent@selution du probléme du continu pour plusieurs
raisons : d’'abord parce qu'il n’existe pas de consensugquoiht de vue adopté (chercher une axioma-
tisation basée sur la notion d’absoluité génériqug)g@suite parce que les résultats de Woodin sont
pour le moment conditionnés par une hypothése technigua Q-conjecture») prédisant que tous
les axiomes de grands cardinaux obéissent a certaigkesrgtructurelles. Par contre, ce que montrent
ces résultats, c’est qu'il est tout a fait possible de icwr@r a explorer la notion d’ensemble et que rien
n’exclut que, dans un futur plus ou moins lointain, le corgas résultats accumulés donnent a de nou-
veaux axiomes une évideneeposterioriqui suscite une large adhésion, comme c’est aujourd’hui le
cas pouDP. Si ces nouveaux axiomes se trouvent impliquer soit I'hlgpsé du continu, soit (comme
les axiomes de Woodin) sa négation, alors on aéasalule probléeme du continu. Dans tous les cas,
I'existence-méme de résultats comme ceux de Woodin sembliquer que le probléme du continu est
tout sauf une question scholastique vide de sens, ainsiaputephrfois un peu imprudemment suggéré
des mathématiciens pas véritablement experts du sujet.

12| a famille des ensembles projectifs est la cloture de lalfamdes ensembles boréliens par image continue et congsié
13 axiome de Woodin exprime que le monde des ensembles est) errtain sens, algébriquement clos, ce qui en fait une
hypothese trés naturelle
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FIGURE 8. Hugh Woodin

3.7. Conclusion. En un sens, le probleme du continu est un point mineur debé&metiques : peu
d’'applications dépendent vraiment de I'hypothése dutinan et les seuls énoncés qui lui sont liés
mettent en jeu des objets qui sont soit tres grands, ssitdompliqués, et sont a ce titre asez €loignés
du coeur des mathématiques actuelles. C’est probablemeeatdes raisons pour laquelle le probleme
du continu, premier sur la liste des problemes de Hilbert @00, n’est plus mentionné un siecle plus
tard dans la liste des problémes du millénaire proposéep@lay Institute [3] ou, dans la catégorie des
problemes de fondement, I'a remplacé le probleme P=Riif Butre coté, ce probleme reste toujours
aussi fascinant par son coté fondamental et son énorsifnle, et il a été et reste le moteur de la
recherche en théorie des ensembles. Il est certain qu'sawa plus dans cent ans, et l'auteur de ces
lignes serait bien curieux de savoir ou on en sera alors dblgme du continu et de I'exploration de
I'infini. Dans tous les cas, si quelque chose est certaist tien le fait que Cantor, par sa note anodine
de 1874, a ouvert un monde et donné pour des siecles dugnagudre aux mathématiciens.
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