CHAPITRE X

Les ensembles constructibles

RESUME. ¥ De méme qu’on introduit le sous-corps premier d’un corps K comme
la cloture de {0,1} par les opérations de corps, on introduit un plus petit modéle
intérieur L d’un modéle de ZF comme cléture des ordinaux par les opérations de Godel.

Les éléments de L sont appelés les ensembles constructibles.

¥ La propriété d’étre un ensemble constructible est absolue, c’est-a-dire préservée par
passage & un modéle intérieur. En particulier, on a LT = L.

¥ Le modéle L est muni d’un bon ordre canonique, et il satisfait AC. On en déduit que
ZF ne prouve pas -AC.

¥ Le modéle L admet une stratification par des ensembles L , analogues aux V, ot L 4+1

est I’ensemble des parties de L, appartenant a la cléture de L, par les opérations de
Gddel. Toute partie constructible de L, appartient & un ensemble L g avec 8 < (o )L ,

et il en résulte que L satisfait HCG. On en déduit que ZF ne prouve pas —HCG.

¥ Tout énoncé d’arithmétique prouvable a partir de ZF+AC+HCG est prouvable a partir
de ZF.

¥ Dans le modéle L, il existe un sous-ensemble de R? qui est projection de complémentaire
de projection de borélien et n’est pas Lebesfue mesurable.

¥ Le modéle L satisfait les principes combinatoires >, et (.

¥ Quoique permettant de décider de nombreuses questions, le systeme ZF+V =L ne
parait pas constituer un cadre universel satisfaisant pour la théorie des ensembles car
il exclut de nombreuses options.

» On montre ici que tout modele de la théorie ZF admet un plus
petit modele intérieur, formé par les ensembles dits constructibles, et
traditionnellement noté L. On établit que le modele L satisfait I'axiome
du hoix et I'hypothese du continu généralisée, ce qui permet de déduire
que, si le systeme ZF n'est pas contradictoire, il en est de méme du
systeme ZF+AC+HCG. La démonstration des propriétés du modele L
repose sur la possibilité d'énumérer les ensembles constructibles de facon
explicite, et elle comporte a la fois des aspects algébriques (cl6ture par
les opérations de Godel) et des aspects logiques (propriétés de réflexion
et d'absoluité).

Le plan du chapitre est le suivant. Dans la premiere section, on définit
les opérations de Godel, qui sont huit opérations ensemblistes simples,
on définit la classe L comme la cloture des ordinaux par les opérations
de Godel, et on montre que (L, €) est un modele transitif de ZFC, ce
qui permet de déduire que la consistance de ZF entraine celle de ZFC.

Dans la seconde section, on donne une autre description de la classe L
comme union croissante d’'une famille d’ensembles L, récursivement
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définis a I'aide notion d’ensemble des parties définissables d'un ensem-
ble. Cette approche permet de décrire de fagon plus précise les ensem-
bles constructibles, et, en particulier, de contrdler la complexité des par-
ties de «, et, de la, de montrer que le modele L satisfait |'hypothese
généralisée du continu. On déduit que la consistance de ZF entraine
celle de ZFC+HCG, et que tout énoncé d'arithmétique prouvable a par-
tir de ZFC+HCG est prouvable a partir de ZF seul.

Dans la troisiéme section, on mentionne, en général sans démonstra-
tion, quelques résultats ultérieurs mettant en jeu les ensembles con-
structibles et le modele L, en particulier le bon ordre canonique de L et
les principes combinatoires {» et [l. <

> Au chapitre I X, on a etabli desresultats de comparaison entre divers sysemesde theorie des
ensembles resultats quOomeut appeler negatifs puisquOilsaffirment que tel ou tel systme ne
prouve pas tel ou tel axiome ou que la consistane du premier ne garantit pas celle du second.
Par exemple,on a vu que la consistane du systtme de Zermelo Z ne garantit pas celle du
systtme de ZermelobFaenkel ZF.

Le but principal de ce chapitre est d@tablir est d@tablir un resultat positif, & savoir que la
consistane du sysemeZF entradnecelle du sysemeZF+AC+HCG, Un tel resultat estimportant
en pratique puisque, sans rien ajffirmer quant a IOopprtumte dOajouterlOaxiomedu choix ou
IOhypthese (generalisee) du continu dans les principes de base de la theorie des ensembles,i
garantit du moins quQinG a aucun risque technique a le faire: IOadjonctionde ces assertions
comme axiomessuppkmentaires ne risque pas dOintoduire de contradiction dansla construction
de I@dibe mathematique.

Le principe de la demonstration, proposeepar K. Gedelen 1938, estd@tablir qu@liOinerieur
de tout modele M de ZF, il existe un sous-malele M’ de M qui est modele de ZF+AC+HCG.

La construction est exactement analogue a celle du sous-©rps premier dOunoorps a
IOinerieur detout corps K , il existe un plus petit sous- orps K’, le sous-orps premier deK , qU|
estla cl6ture de {0, 1} par Ies operations de corps, et qui est tou10urs commutatif. Son eX|stence
montre que, pourvu quOilexiste au moins un corps, il existe un corps commutatif. On peut en
deduire que les axiomesdes corps ne prouvent pas la hon-commutativite de la multiplic ation.

De la méme fafion, a IOingrieur de tout modele M de ZFC, il existe un plus petit modele
interieur M’, qui estla cléture desordinaux de M par les operations dites de Gedel, et qui satis-
fait toujours AC et HCG. Comme ci-dessus,on en deduit queles axiomesde ZF ne contredisent
ni AC, ni HCG. <

1. Ensembles constructibles

» On introduit les opérations de Godel, qui sont huit opérations en-
semblistes simples comme la différence et le produit d'ensembles, et on
montre essentiellement que toute opération ensembliste définissable peut
s'exprimer comme une composition d'opérations de Godel. On établit en-
suite le schéma de réflexion, qui est une méthode générale permettant
de remplacer la satisfaction dans la classe V de tous les ensembles (du
modele de référence) par la satisfaction dans un ensemble V,, conven-
able. Introduisant alors la classe L comme la cl6ture des ordinaux par
les opérations de Godel, on montre que (L, €) est un modéle transitif
de ZF+AC, et on en déduit que, méme dans un cadre métamathématique
faible, la consistance de ZF entraine celle de ZFC. |

> Plusieurs approchespermettent de debnir la classeL desensemblesconstructibles. On utilise
ici une approche algebrique, qui est conceptuelement tres simple, et qui consiste a considerer
la cléture des ordinaux par diverses operations ensemblistes,exactementde la méme fadion
quOorintr oduit le sous-orps premier dOuncorps comme la cléture de {0, 1} par les operations
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algebriques. Les limitations de cette approche tiennent a ce quej@nun‘eration obtenueest re-
dondante et assezmal structuree, mais elles nOem@chent pas d@tablir simplement que (L, €)
est un modele de ZFC. <

1.1. Opérations de Godel.

» On introduit sous le nom d'opérations de Godel une liste de huit
opérations ensemblistes simples, et on montre que toute opération en-
sembliste définissable peut s'obtenir comme composition finie d'opérations
de Godel. <

> A la difference du cas desstructures algebriques, ou les operations sont explicites, la theorie
des ensemblesest au depart donnee comme ne mettant en jeu que la relation dOapgrtenance,
ce qui ne méne directement a aucune notion exploitable de cléture. Mais on sait que, dans le
contexte de ZF, de nombreusesoperations ensemblistes telles que IQunion,|Qintersetion ou le
produit peuventétre dePnies, le syseme ZF (ou un fragmentde celui-ci) prouvant IQexistere et
IQunicie de tous les ensemblesnis en jeu. Ce quOorva voir ici, cOestuQikxiste une liste finie
dOoerations ensemblistessimples, les operations de Gedel, @puisant en un certain senstoutes
les possibilites dOogrations ensemblistes. N

DEFINITION 1.1. (opérations de Godel) On appelle operations de Gedel les
huit opérations définies par les formules suivantes :

¥!i(a,b) :={a,b},

¥1,(a,b):=axhb,

¥I(a,) a\b

¥l14(@) ===[, ={(X,X); x € a},

¥ls(a):=¢€ :{( y);Xcanryecanrx ey},
¥lg(a) := Dom(a) (= {x; Fy((x,y) € a)}),
¥'(a)={(( y); (X (¥,2)) €a)},
¥lg(a) = {(y,(x,2)); (X, (¥,2)) € &)}.

Les axiomes de ZF, et méme simplement de ZF~ (extensionnalité, paire, union,
séparation), garantissent que les opérations de Gdodel sont bien définies, c’est-a-
dire que, pour chaque valeur du ou des arguments, le résultat existe et est unique.

On va montrer que toute opération pouvant étre définie dans le systeme ZF
peut s’obtenir par composition d’un nombre fini d’opérations de Godel. Pour cela,
on commence par quelques résultats préparatoires. On rappelle (notation I11.3.1)
que (X1,Xz, ...,Xp) est, pour p > 2, un raccourci pour (X, (X2, (-..(Xp—1,Xp)--.)))-

LEMME 1.2. Lesoperations dePniespar les formules suivantes sort descom-
positions dOogrations de Gedel:

vlo(@):=a (={(y.x); (x,y) €a}),

¥ !10(a,b) =an b,

¥l(x) :=Im(@) (={y; xX(xy) €a)})

¥l .(a):=aP, pourp=>1,

¥liio(@ab):={Xeal; (XiX;) eb},pour 1 <i#j<p

DEMONSTRATION. D’abord, en écrivant Ta pour I(a) quand T est unaire, on trouve
Ih(a) = {(y.x); (x,y) € a}
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(x,y)eanzteca})

=Ts({((y.x), (z,1));
=TIs({(z, ((y.x),1); (x,y) €eanz,t€a}),
{(t, (y,x))), (x,y)eante a})))),
X

= F6F3F7(a X
=TelsrIn(a, {(t, (¥,X)); (X, ¥) €ant € a})),

= LIilrIx(a, I7(a x @) = LilslyIx(a, Iz (a, a)))
pour a non vide, et, si a est vide, I’égalité ci-dessus est encore vérifiée. Ensuite, on a
Io(a,b) =a\ (a\ b) =TIj(a,I3(a, b)),
I1(a) = Im(a) = Dom(a™!) = [Ty (a).
Pour les opérations I'y ,, on a I'x 1(a) = a, et, pour p > 2,

[ip(@) = axTxp-1(a) = I2(a,Txp-1(2)),
d’ot1 le résultat par récurrence sur p. Enfin, pour les opérations I ,, on a toujours
Dip(ab) = {X €aP; (x;,x;) € b} = {X € a; (xi,X;) € b~'} = Li5(a,To(h)),
donc il suffit de traiter les cas i < j. On utilise une récurrence sur p > 2. Pour p = 2, on trouve
[122(a,b) = {(X,y) €a?; (x,y) eb} =a?nb=1Ix(a,a) Nb=Ty(Ix(a a),b).
Enfin, pour p > 3, et pour i > 2 et j > 3, on trouve
Lijp(@b) =axliijipa(ab) = Tz(a,Fi—Lj—l,p—l(al b)),
Njp(ab) ={Xea; (xi,X;) e b} =T7({X € @; (X2,X;) € b}) =T 5(a,b),
[i2p(@h) ={(x (y,2)) € ax(axa2); (x,y) € b}

=I7({(x (z.y)) € ax(a"?xa); (x,y) € b})
= F7F8({(Z, (X, y)) S aP2x (axa) 3 (X, y) € b}) = F7F8F2(F><7p_2(a), F1,272(a, b)) O

PROPOSITION 1.3. (valeur) Pour toute formule ensenbliste F a p variables
libres, il existe une composition de fonctions de Gedel ! ¢ telle que, pour tout
ensenble a, on a

(1.1) {Xea’; (a,e) EFX)} ='e(a).

DEMONSTRATION. Appelons speciale une formule F ne mettant en jeu que —, A, et 3, &
Pexclusion de v, =, <, et V, et telle que, de plus, dans toute sous-formule de F de la forme 3x;(G),
I'indice i est le plus petit des indices de variables apparaissant dans G. Alors toute formule
équivaut a une formule spéciale, et il suffit d’établir le résultat pour les formules spéciales. On
le fait par récurrence sur la longueur de F. Si F est atomique, alors F est de la forme X; = X; ou
X; € Xj. Or, on a pour i = j

{Xeal; (a€) =xi=Xi)} =af =I\,(a),
X eab; (ac) Exiex)} =0 = I3(@P, @) = [3(Ty,(a), Tp(a)),

puisque 'axiome de fondation entraine X € X pour tout X, et, pour i # j,

{Xear; (a,€) Fxi=x))} =Lijp(aIs(a)),
{Xear; (a¢€) Exiex))} = Ljp(aI5(a)

Ensuite, pour F = =G, on a
Rea;(ae)-FR)}—a\ {Xea; (a6 =GR},

et on peut définir I+ par If(a) = a? \Is(a) = I3(Ikp(a), Is(a)). Pour F = G A H, on a de méme
[ea; (ae) FFR)} = {Xea; (a,€) F GR)} N {Xea; (ae) FHX)L,
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et on peut définir Ir par Ir(a) = Ig(a) N ITh(a) = To(Ic(a), Thw(a)). Enfin, pour F = 3x;(G),
il vient, en tenant compte de ’hypothése que la formule F est spéciale, et donc que X; est la
variable de plus petit indice dans G,

{Xear; (a€) EFX)}
={Xeca’; dyeca((a,€) = G(XYy))}
= {X e a’; Jyea((y.X) € {(y,X)ea"""; (a,€) = Gy, X)})
— Im({(y.X)ea"*1; (a,€) = Gy, X)}).

et on peut définir If par Ir(a) = IN11s(a). O
On déduit une version avec parametres de la proposition 1.3.

COROLLAIRE 1.4. Pour toute formule ensenbliste F, il existeune composition
de fonctions de Gedel! (¢ z telle que, pour tout ensenble a et tous Cdansa, on a

(1.2) Kea; (ae) FFX O} = a0,

DEMONSTRATION. On peut supposer que les indices des variables apparaissant dans z sont
tous supérieurs a ceux des variables apparaissant dans X. Par la proposition 1.3, il existe une
composition I+ d’opérations de Godel vérifiant Tr(a) = {(X,2); (a,€) = F(X,Z)}. Alors on a

{(%,0); (a,€) £ F(X, 0}
={Xea’;(a,e) EFX.C)}na° x {c1} x ... x {¢}
=Ir(@na® x {c} x..x{c},
=Im(...(Im(Tx(a) NaP x {c;} X ... x {&}))...),

qui s’exprime comme I';...I71 o (Tr (@), In (T p (@), T (T1(C1, 1), . J0 (G C).00))- O

On conclut la section en montrant que toute opération obtenue par composi-
tion d’opérations de Godel est " 5F | et, de 14, absolue pour toute classe transitive
qui est modele de ZF~.

> |l est facile de veriper que les operations de Gedel sont dePniespar des formules A", et
dOerdeduwe quetoute composition dOogrations de Gedel est absoluepour toute classetransnwe
modele de ZF~. Dans la suite, on aura besoin du resultat plus precis que toute composition

dOogrations de Gedel est elle-méme dePnie par une formule AZF , et ceci est moins evident
car, en general, les operations A/ ne sont pas closespar composition. N

LEMME 1.5. Toute operation obtenue par composition dOogrations de Gedel
est" 5F .

DEMONSTRATION. On montre un résultat plus fort, & savoir que, pour toute composition I'
d’opérations de Godel:

¥ (i) la formule y € T(X) est AZF

¥ (ii ) si F est ASF il en est de méme de Jye I(X)(F) et de Vy< T\X)(F)

¥ (iii ) la formule y = I(X) est AZF ;

¥ (iv) si F(X) est AZF | il en est de méme de F(T(X)).
La démonstration se fait par récurrence sur le nombre d’opérations composées : il s’agit donc
de montrer que, si I, T” sont des opérations de Gddel ou l'identité et que le résultat de (i)-(iv)
vaut pour et T’, alors il vaut aussi pour comp(I1, I, T’), ..., comp(Ig, I). Or, pour (i),

¥ c € I(I(@),I"(d)) équivaut & ¢ = I(&) v ¢ = I'(d), une disjonction de deux formules qui,
dés que Tet I” satisfont (iii ), sont AZF ", donc est AZF ™ ;
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¥ ¢ € I(I(&),T'(8)) équivaut & Ixel(d) Ix’ €'(d) (c = (X,X’)), qui est AZF si T[T satis-
font (ii ) ;

¥ ¢ € I3(T(&),T(8)) équivaut & c € (&) A =(c € ['(d)), qui est AZ" si I, " satisfont (i);
¥ ¢ € Iy (T(&)) équivaut & IXET(E)(c = (X, X)), qui est AZF " si T'satisfait (i );

¥ ¢ € T5(T(&)) équivaut & Ix, yel(@)(c = (X,¥) A X €Y), qui est AF" si I'satisfait (ii );

¥ ¢ € I5(T(&)) équivaut & Fzel(d) Jyez Ixey(z = (X, €)), qui est AZF si ' satisfait (ii ).

L’argument est analogue pour Iy et Ty (avec des formules illisibles). De méme, pour (ii ),

¥ J3zely (IN&), I'(d)) (F(z)) équivaut a F(I(&)) v F(I"'(&)), une disjonction de deux formules
qui, des que Tet I’ satisfont (iv), sont AZF | donc est AZF

¥ JzelL(IN@), I'(a))(F(z)) équivaut & Ixel(d) Ix’ €l’(&) (F((x,Xx’))) ; a priori, F((x,Xx"))
n’est pas une formule ensembliste, et, si on écrit sans précaution 3z(z = (X, X’) A F(2)), on n’a
plus une formule Ay ; en fait, on remarque que la variable Z apparait dans F dans des formules
atomiques d’une des quatre formes z€..., 2 = ..., ...€Z, ... = Z), et que, dans chaque cas, il
existe une formule Ay qui est ZF~-équivalente & la formule substituée (X, X’')€...,; (X,X’) = ...,
L E(X,X), ... = (X, X’): par exemple, YE(X, X") équivaut &y = {x} vy = {X, X'}, puis & son tour
a une formule Ay. on conclut alors, pour autant que I'et T satisfassent (ii ).

L’argument est similaire pour T3, ..., I3, et pour le cas de V. Ensuite, le point (iii ) résulte
de (i) et (ii ), car y = IX) équivaut & la conjonction de Vzey(z € I(X)) et de Vzel(X)(z €y).

Enfin, pour (iv), on remarque que X apparait dans F(X) sous une ou plusieurs des formes

EX =X, XELL, X=..., J...eX et V...€X, et que, dans chacun des cas, le résultat de la sub-
stitution de T(X) & X donne une formule AZF~ dés que T satisfait (i), (i ) et (iii ) : les seuls
cas pour lesquels 'application de (i), (ii) ou (iii ) n’est pas automatique sont X=... , qui est
ZF~-équivalente & ...=X, et X€E..., qui est ZF~-équivalente a 3z€...(z = X). O

Enfin, on note que les opérations de Godel (tout comme n’importe quelle
famille d’opérations) donnent lieu a une notion de cloture bien définie.

LEMME 1.6. Pour tout ensenble a, il existe un plus petit ensenple b inclu-
ant a et clospar lesoperationsde Gedel, cOesé-dire tel que, quelsquesoiert X, y
dansb, on ait !;(x,y) € bpouri =1,...,3 et!;(x) € bpouri =4,...,8.

DEMONSTRATION. Comme pour n’importe quelle cldture, on utilise une définition par
récursion sur les entiers. Soit G Popération telle que G (a) est
au{i(x,y);x,yecalU{lh(x,y);x,ycatu{l3(x,y);Xxyeca}
U{Tu(x); x e a} U{I5(x); x € a} U{Is(x); x € a} U{I7(x); x € a} U {I3(x); x € a}.
Il existe une suite (&, )nec, vérifiant ag := a et a, 41 := G(a,) pour n > 0. Soit b:= J, ., an.
Chaque ensemble a,, inclut a, et, par construction, b est clos par chacune des opérations I, ...,

Is. Inversement, tout ensemble incluant a et clos par I1, ..., I'y inclut successivement chaque a,,,
donc finalement b. O

DEFINITION 1.7. (cloture de Godel) On note Clotgegel(@) la cloture de a par
opérations de Godel.

1.2. Le schéma de réflexion.
» On démontre le schéma de réflexion affirmant que, pour toute famille
finie de formules ensemblistes F, ..., F,, il existe un ordinal 3 tel que Fq,...,
F. soient absolues vis-a-vis de Vg, c'est-a-dire telles que V |= F; équivaut
a V3 |= F; pour chaque i, ce qu’on exprime aussi en déclarant que Vj
reflete chacune des formules F;. |
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> Ayant intr oduit les operations de Gedel, on se proposede montrer quela cloture desordinaux
par ces operations est un modele interieur de ZFC. Pour cela, on aura besoin dOuncrit ere
caracterisant les modelesinterieurs en termes de cloture par les operations de Gedel, et, pour
etablir un tel critere, on aura besoin dOunresultat technique important, a savoir le schema
de reR3exion objet de cette section. Celui-ci permet, pour chagueformule ou ensemblebni de
formules, de passer de la satisfaction dans (V, €) a la satisfaction dans une structure (Vg, €)
convenable,offrant une methade pour contourner les limitations dues au theoreme de Tarski
sur la non-depPnissabilie de la verite. . .

Le schema de ref3exion peut étre vu comme un resultat dOabsolu&, mais dOurtype comple-
tement different de ceux de la section 1X.2 : dans cette section, on Pxe une classe (ou un
ensemble)transitive M et on cherche desformules F qui soient absoluespour M . Ici, on con-
sidere une (ou des) formule F bPxee, et on cherche des ensemblesV; tels que F soit absolue
pour V3.

Laﬁdemonstration du schema de ref3exion repose sur les axiomes de remplae@ment, et le
point central est que, si une formule VX 3y (F(X,y)) est satisfaite dans V, alors, pour chaque
ordinal « et chaquechoix de & dansV,, il existeun ordinal o’ = f («) tel quOikexiste b dansV,,
satisfaisant F(&, b). En iterant et passanta la limite, on trouve un point bxede la fonction f,
et de la un ordinal 3 tel que Vg satisfait VX 3y (F(X,Y)).

Il sera utile pour la suite d@noncer le resultat sous une forme generale mettant en jeu
non pas neessaiement les ensemblesV,,, mais une famille croissante et continue quel®nque
dOensembldd ,, ce qui conduit a etendre legerement la notion dOabsolué. <

Dans toute la suite, on se place dans un modele M de ZF, au sens de la
section IX.1.5.

DEFINITION 1.8. (absolu) Pour My C M classes de V, on dit qu'une for-
mule ensembliste F(X) est absoluepour (My, M) si (My, €) = F(&) équivaut a
(M, €) | F(d) ! pour tout choix de & dans My.

Une formule F est absolue pour une classe M au sens de la définition 1X.2.4 si
et seulement elle est absolue pour le couple (M, V). On commence par un résultat
technique.

LEMME 1.9. SupposonsMy C M, et soit Fq,...,F, une famille de formules
de L ens telle que toute sous-formule dOunegormule F; est une formule F;. Une
condition suffisarte pour que Fi,...,F, soiert absoluespour (My, M) est que,
pour chaqueformule F;(X) qui estde la forme Jy(F;(X,y)) et chaque&d dans My,

(1.3) sOikexiste b dans M veribart (M, €) = F;(d,b),
alorsil existeld dans My veribart (M, €) |= F;(a,b).

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer les formules F; par des formules équivalentes, et &
ajouter a la liste les sous-formules correspondantes, on peut supposer que V n’apparait pas
dans les formules F;. On raisonne par récurrence sur la longueur des formules F;. Toute formule
atomique est absolue pour (M y, M ), et, d’autre part, ’absoluité de G et H entraine celles de =G
et de G ¢ H pour chaque connecteur propositionnel c. Le seul cas non trivial est donc celui
d’une formule Fi(X) qui est de la forme 3y (F;(X,y)). Supposons & € My, et (M, €) |= F;(8). Par
définition, il existe b dans M vérifiant (M, €) |= Fj(&,b). Par (1.9), on déduit P'existence de If
dans My vérifiant (M, €) = F;(&,b). L’hypothese de récurrence garantit absoluité de Fj. On
a donc (My, €) = Fj(d,b), dout (My, €) = 3y(Fj(dy)), et (My, €) = Fi(a). O

Lest-a-dire si FM «:€) (&) équivaut a FM-€)(3)
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PROPOSITION 1.10. (schéma de réflexion) Supposonsque (M, )acora €StUne
suite debnissablelOensentesqui estcroissarte et cortin ue pour IQinclusionet soit
M = UaEOrd M,. Alors, pour toute famille Pniede formulesFy, ...,F, deLens, €t
pour tout ordinal «, il existe 5 > « tel queFy, ..., F, sort absoluespour (M 3, M).

DEMONSTRATION. Quitte & ajouter & la famille des F; leurs sous-formules, on peut supposer
la famille close par sous-formule. Supposons que F;(X) est de la forme 3y(F;(X,y)). Pour & suite
finie d’éléments de M, on note U(&) le plus petit ordinal « tel qu’il existe b dans M, vérifiant

Fj('v1 ’e)(é, b), s’il en existe, et 0 sinon. On définit alors une fonction f; : Ord — Ord par

fi(a) :=sup{pu(d); @ae M,}.
Comme M, est un ensemble, un axiome de remplacement garantit I'existence de f;(«) pour
tout a. Alors, par construction, on a, pour tous & dans M,

(1.4) §'il existe b dans M vérifiant (M, €) = Fj(&,b),
alors il existe bf dans M, vérifiant (M, €) = F;(&,0).

Si F; n’est pas du type ci-dessus, on définit f; comme constante de valeur 0. A ce point,
la condition (1.4) est presque celle de (1.3) avec My = My, a ceci pres que I'ensemble-
source M, ne coincide pas avec I'ensemble-image M (). Mais ce point est facile, la croissance
et la continuité de la suite des M, garantissant 1’existence de points fixes pour les fonctions f;.
Précisément, partant de o quelconque, on définit récursivement une suite 3, en posant 3y := o,
puis Bpt1 = sup(f1(8p), ... Tn(Bp), Bp + 1), et enfin 8 = sup{B,; p € w}. Par construction,
chaque fonction f; est non décroissante, et on a donc 3 = fi(3). Par ailleurs 5, < (p41 implique
Mg, CMg,, , puis Mg = [JMpg, et, finalement, on obtient, pour tous & dans M g et pour tout i,
(1.5) s'il existe b dans M vérifiant (M, €) = Fj(&,b),
alors il existe b dans M g vérifiant (M, €) |= F;(&, D).

On conclut en appliquant le lemme 1.9 au couple (Mg, M ). O

> On notera que le schema de refRexion ne dit rien quant a la satisfaction des formules F
concernees: on affirme seulementque les formules F™ et FM' sont equivalentes,donc soit
toutes deux vraies, soit toutes deux fausses,et cOestout. N

Appliquant le schéma précédent a la classe V et aux ensembles V,,, on obtient

COROLLAIRE 1.11. Pour toute famille bnie de formulesFy,...,F, de Lens, €t
pour tout ordinal ¢, il existe 3 > « tel queFy, ..., F, sort absoluespour V;.

1.3. Une caractérisation des modeles de ZF.

» On établit un critére caractérisant les modéles de ZF en termes de
cloture par les opérations de Godel. <

> On va essentielement montrer quOunelassetransitive M contenant les ordinaux est (lorsque
munie de la relation €[y, ) modele de ZF si et seulementsi elle est close par les operations de
Gedel. Le resultat formel estlegerement plus faible, dans la mesure ou il faut imposer une con-
dition additionnelle garantissant que, pour tout ordinal «, il existe un elementde M contenant
tous les elementsde M de rang au plus a. N

DEFINITION 1.12. (stratifié) On dit qu'une classe M est stratipee s’il existe
une suite non décroissante et continue d’ensembles (M,,),cora Vérifiant M ,eM
pour chaque o et M = |J,cogrqMa-
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PROPOSITION 1.13. (critere) Supposonsque M estune classetransitive de V
contenant lesordinaux. Alors M est un modeleinterieur de V si et seulemen s
M est stratibeeet closepar les operations de Gedel.

DEMONSTRATION. Supposons que M est modele intérieur de V. Pour chaque ordinal «,
soit M, := VM | Puisque M est définissable dans (V, €), la suite (M4)acord st définissable,
et, par construction, elle est non décroissante et continue. Alors, puisque (M, €) est modele
de ZF, donc en particulier de 'axiome de fondation, M est I'union des M, 2. Par conséquent,
M est stratifiée. Par ailleurs, d’apres le lemme 1.5, les opérations de Godel I} sont absolues
pour M, done, pour tous & dans M , on a I}(&) = IM (&), ce qui montre en particulier que I}(&)
appartient a M .

Inversement, supposons que M est une classe transitive, close par les opérations de Godel,
et union d’une suite (M 4)acord non décroissante et continue. On veut montrer que M satisfait
tous les axiomes de ZF. Puisque M est transitive, on sait par le lemme IX.2.2(i) que les axiomes
d’extensionnalité et de fondation sont satisfaits dans (M, €). Ensuite, soient a, b deux éléments
de M. Par hypothese, il existe «, 3 vérifiant a € M, et b€ M g. Alors la paire {a, 5} est incluse
dans M gyp(a,b), €t, par le lemme IX.2.2(ii ), on déduit que (M, €) satisfait I’axiomes de la paire.

Soit a nouveau a quelconque dans M . Puisque M est transitive, tous les éléments de a sont
dans M | et de méme tous les éléments des éléments de a. Donc ’ensemble [ Ja est inclus dans M .
Pour chacun des éléments x de | Ja il existe un plus petit ordinal «, tel que X appartienne & M,
et, par remplacement dans V | il existe un ordinal a majorant tous les o, pour X dans Ja. Alors
M, est un élément de M qui inclut | Ja, et, par le lemme IX.2.2(ii ), on déduit que (M , €) satisfait
I’axiomes de 'union.

Le méme argument montre que 'ensemble PB(a) "M est inclus dans un élément M, de M
et, toujours par le lemme IX.2.2(ii ), on déduit que (M, €) satisfait I’axiomes des parties. Enfin,
supposons que F(X,¥,Z) est une formule et que a et € dans M sont tels qu’on ait Vxeca 3ly
(FM (x,y,©)). Alors, par remplacement dans V (ce qui est légitime puisque M est supposé
définissable), {y € M ; 3xca(FM (x,y,€)} est un ensemble dans V, dans M par construction,
et le méme argument que ci-dessus montre qu’il est inclus dans un ensemble M, de M. Par
le lemme IX.2.2(iv), on déduit que (M, €) satisfait 'axiome de remplacement associé a la
formule F.

Le cas a priori difficile est celui des axiomes de séparation. Supposons alors que a et € sont
des éléments de M, donc d’un certain ensemble M, et que F(X, Z) est une formule de L ops.
On veut montrer que 'axiome de séparation associé a la formule F et aux parametres a et C
est satisfait dans (M, €). D’apres le lemme IX.2.2(jii ), il s’agit de montrer que I’ensemble
{x € a; FM (x,©)}, cest-a-dire {X; (M,€) = X € a A F(x,C)}, appartient & M. Or, par le
schéma de réflexion, il existe un ordinal 8 > « tel que M g reflete la formule X € aaF(X, Z), et,
par conséquent, on a

(1.6) {X;M,e)ExecanFx0C}={x; (Mg, e)=ExecanF(xC}.

Par ailleurs, le corollaire 1.4 implique l'existence d’'une composition d’opérations de Godel T’
vérifiant

{X;Mg,e) ExecanF(x 0} =IMg,acC).
Comme Mg, a, et Csont des éléments de M, et que M est close par opération de Gddel, on

conclut que 'ensemble {X; (Mg, €) =X € a F(X, C)} appartient a M, et, de la, que M satisfait
les axiomes de séparation.

2Utilisant I’absoluité de I'ensemble vide et de I'union, et la formule B(a)M = PB(a)NM , on
peut montrer inductivement la relation M, =V, N M.
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Pour terminer, I'axiome de I'infini est certainement satisfait dans M puisque, par hypothese,
w est dans M, et que la propriété Cétre w E est absolue. O

> On notera IOimprtance du schema de ref3exion dans la demonstration precedente: si on ne
pouvait pas se ramener de la satisfaction dans la classeM entiere a la satisfaction dans un
ensembleM 3 convenable,la seulehhypothesede cloture par les operations de Gedel ne pourrait
pas étre exploitee. 4

1.4. Le modele des ensembles constructibles.

» On introduit la classe L des ensembles constructibles comme la
cloture des ordinaux par les opérations de Godel completée par une
opération convenable de formation de suite, de facon a garantir les con-
ditions d'application de la proposition 1.13, et on montre que (L, €) est
modele de ZF. <

> On se propose de construire une classeL qui soit le plus petit modele interieur de V. Par
debnition, tout modele interieur de ZF contient tous les ordinaux, et, en vertu du lemme 1.5, il
est clos par les operations de Gedel. Par consequent, tout modele interieur inclut la cléture des
ordinaux par operations de Gedel. Par ailleurs, on a vu que tout modele interieur est stratipe.
Le candidat naturel pour étre un plus petit modele interieur, sOilen existe un, estdonc evident:
il sOagitde la cléture des ordinaux par operations de Gedel, adapte de fafion a garantir le
caractere stratibe de la classeobtenue.On va montrer que cette idee simple fonctionne.

Il existe plusieurs fadons d@numerer la cloture de Gedel des ordinaux. A posteriori, on
verra que le resultat est independant de |Oodre d@numeration, mais, pour le moment, il faut
pxer une telle enumeration, forcement contingente. Etant donne que certaines operations de
Gedel ont_ deuxarguments, la premiere etape est de bxer une bijection entre les ordinaux et les
couplesdOatlinaux telle queles composantesdu a-eme couple soient desordinaux inferieurs ou
@gauxa «, pour tout a. <

LeEMME 1.14. Soit 7 IQopration dePniesur Ord x Ord par

max(a, 8) + « pour a < 3,

(1.7) (@ )= max(a, ) +a+ 3 pour § > .

Alors 7 est une bijection de Ord x Ord sur Ord, et elle est, de méme que la
bijection reciprogue, absoluepour les classedransitivesmodelesde ZF.

DEMONSTRATION. Comme dans la démonstration de la proposition V.2.5, soit < la relation
sur Ord x Ord telle que (o, B) < (¢, ') est vrai si on a ou bien max(a, §) < max(c/, 5’), ou
bien max(a, 3) = max(a’,8') et a < o/, ou bien max(«, 3) = max(a/, ') et a =o' et f< 7.
On a vu au chapitre V que < est un bon ordre. Alors une induction montre que m(«, 3) = v
est vérifié si et seulement si il existe un isomorphisme entre I’ensemble des <-prédécesseurs
de (a, B) et (v, €), et on obtient donc un isomorphisme d’ensembles ordonnés. En vertu de la
proposition I1X.2.12 et de la caractérisation précédente, la relation (w(a, 3) = v est absolue
pour les classes transitives modeles de ZF. Il en est de méme des deux composantes 71, 7wy de
I’isomorphisme réciproque, puisque o = 1 (7y) équivaut & I y(mw(a, B) = v) et § = wa(y)
équivaut a Ja< y(mw(a, B) = 7). O

NOTATION 1.15. (), Y2)) Pour tout ordinal 7, on note ;) pour m;(7).

On note qu’on a toujours ;) < 7, et méme 7y < v pour v > 2.
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DEFINITION 1.16. (constructible) On définit récursivement (C,)acora par

{cs; B< a} pour a de la forme 10 -,

!i(cm) ' Cra ) pour « de la forme 10 -y +i aveci = 1,2, 3,
li(cy) pour « de la forme 10 -~ +1i aveci =4,...,8,
y pour « de la forme 10 -~ + 9.

(1.8) ¢, :=

Un ensemble est dit constructibles’il est I'un des ensembles C, ; on note L la classe
de tous les ensembles constructibles.

EXEMPLE 1.17. (constructible) L’énumération des premiers ensembles cons-
tructibles est la suivante — et on notera qu’elle est redondante :

¥C:=0=0,

¥ C :Il(CO,Co):{@,@}:{w}:L
¥ = 15(Co,C0) =0 x D =0=0,

¥ C3:=13(Co,C0) =0\ =0=0, ..
¥ Cg:= 0,

¥ Co = {Co, ...} = {0,1} =2,

¥ C1p:=11(Cy, €1) = {0,1} =2, etc.

_ ProposITION 1.18. (constructibles) La classeL. estun modeleinterieur de V
N cOest-dire: pour tout modele M de ZF, la structure (LM, €M|pu) est un
modele interieur de M.

DEMONSTRATION. On applique le critére de la proposition 1.13. Par définition, on a v =
Ci04+9, donc tout ordinal est constructible. Par ailleurs, la famille des ensembles constructibles
est close par opération de Godel puisque, pour i = 1,...,3, on a I}(Ca, Cs) = Ci04 (a,3)+: €t; Pour
i =4,..,8, on alj(Cy) = Cioam+:- Ensuite, toujours par construction, on a L = J,corg Cioa, et
la suite des ensembles Ciga, est non décroissante pour 'inclusion et continue, donc la classe L
est stratifiée. Il ne reste donc qu’a montrer que L est une classe transitive. Pour cela, on montre
inductivement sur « que, si on a X € C,, alors on a X € L. Le résultat est immédiat si o est
congru & 0 ou 9 modulo 10, et pour o < 20. Supposons « = 10-y+i avec 1 <i < 8 ety > 2. Pour
i =1, les éléments de C, sont Cy, et C,, , donc le résultat est vrai. Pour i = 2, les éléments
de ¢, sont des couples (X, y) vérifiant X € Cyy €ty € Cy, . Par hypothese d’'induction, X et y
sont dans L, et il en est donc de méme du couple (X, y) puisque L est clos par opération Ij.
Pour i = 3, les éléments de C, sont tous éléments de Cyy » donc, par hypothese d’induction, sont
constructibles. Pour i = 4,5, les éléments de c, sont des couples (X, y) avec X, Y € ¢, donc, par
hypothese d’induction et cloture de L par I, ils sont constructibles. Enfin, pour i = 6,7, 8, les
éléments de C, sont des éléments d’éléments de c,, donc, toujours par hypothese d’induction,
ce sont des ensembles constructibles. O

1.5. Absoluité de L.
» On vérifie que la relation X = ¢, est une relation , et on déduit le
caractere absolu de la classe L pour les modeles interleurs, c'est-a-dire
le fait que, pour tout modele intérieur M de V, on a LM = L. <

" ZF

> Comme la classeL n@ pas ete dePnie formellement comme etant exactementla cléture des
ordinaux par les operations de Gedel, son caractere absolunOesa priori pas evident. Au demeu-
rant, il esttres facile d@tablir le resultat en invoquant une methade generale qui sera utilis ee
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plusieurs fois dansla suite, & savoir en inspectant la dePnition et en veripant quOét est dOune
forme syntaxique suffisamment simple pour garantir I0absolué de la notion asseiee. <

On rappelle (définition 1X.2.18) qu’'une opération F ou une relation définissa-
ble R (donc en particulier une classe définissable) est dite (de complexité) " 2F
si, parmi les définitions de F ou de R figurent au moins une formule #4° et une
formule $ 2.

Le résultat technique suivant est fondamental.

LEMME 1.19. SiF estuneoperation#4F, alorsla suite G dePnierecursivemert
par G(a) := F(a,GJ,) est" %F.

DEMONSTRATION. Supposons que b = F(a,S) est ZF-équivalente & la formule F(a, s, b)
supposée Xp. Alors X = G () équivaut modulo ZF & chacune des deux formules

I 30 (0 €0 AT:0-V A VB (B) = F(3, 5) A x =F (),
VE V0 (0 €0 A0V AVBEO( (3) = F(B,F4) = x =1 (a)),

donc a
I 360 (a € Af:0-V AVBEO(F(B.T 5.1 (8)) A x =F(a)),
qui est une formule X1, et &
VE VO (—(a €0) v —(f:0-V) v IBeO(=F(B,T [5F(3) vx=1f(a)),

qui est une formule II;. O

> On avu quela classelL estun modeleinterieur deV . SupmsonsqueM estun modeleinterieur
deV quelomnque.Alors, puisqueM est modele de ZF, tous les objets ZF-debPnissables ont une
interpr @tation, en particulier les ensemblesconstructibles et la classelL. Par consequent, pour
tout ordinal «, il existe un objet ¢ qui est le a-eme ensembleconstructible au sensde M,
et une classedebnissableL™ qui est la classedes constructibles au sensde M . Ce quQorva
montrer ici, cOestiuora c” = c, pour tout o, et LM = L. Autrementdit, la notion dOensemble
constructible est absoluepour les modelesinterieurs. La demonstration de ce resultat est facile:
dOapes le lemme 1.19(iii ), il suffit de montrer quela relation x = c, est debnierecursivement
a partir dOuneperation ;. Comme la complexite desoperations de Gedel est connue, on peut
sOattendr a ce que le resultat, sOilest correct, soit de demonstration aisee. <

PROPOSITION 1.20. (absoluité) La relation x = c, est" #F, et la relation
Cx estconstructibleE est#£F.

DEMONSTRATION. En vertu de (1.8), la classe fonctionnelle X = €, est la suite définie
récursivement a partir de 'opération F elle-méme définie par

Imf pour « de la forme 10-v,

Flonf) Li(f (7)), f (v2))) pour a de la forme 10-y +i avec i = 1,2,3,
L(f (7)) pour « de la forme 10-y +i aveci =4,...,8,
¥ pour « de la forme 10-y + 9.

La relation X = F(a, ) est donc ZF-équivalente a la formule

Fvea((a = 100y A x = Imf) v (o = 10y +1 A x = T (f (v1)), T (v2))) v ... L'égalité
X = Imf , chacune des égalités X = T3 (f (v(1)),f (v2))), X = Li(f (7)), X = 7 sont exprimables
par des formules A%F. Les égalités a = 10-y+i sont des isomorphismes entre ensembles ordonnés,
et sont donc exprimables par des formules ¥4F, et, au total, on obtient une formule qui est (au
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pire) de complexité ¥4F. En apphquant le lemme 1.19(iii ), on déduit que X = ¢, est A4F, et que
Cx est constructible E, qui s’exprime par Ja(x = ¢,) est X2F. O

COROLLAIRE 1.21. Tout modele interieur de V inclut L ; plus precigmen,
si M est un modeleinterieur, on a LM = L. En particulier, ona LY = L.

DEMONSTRATION. Par définition, M contient tous les ordinaux de V. La formule X = ¢,
étant AZF, elle est absolue pour M , et on a donc ¢ = ¢, pour tout ordinal a. Ceci entraine que
C, appartient & M, et donc qu’on a LM =L, et, en particulier, que L est inclus dans M. O

1.6. L’axiome du choix dans L.

» On montre que le modele L satisfait I'axiome du choix, et on en
déduit que, si le systeme ZF est consistant, il en est de méme du
systeme ZFC. <

> Par construction, il existe une enumeration desensemblesconstructibles indexee par les or-
dinaux, et, par transprt, il sembleimmediat dOerdeduire que tout ensembleconstructible est
bien ordonnable.Le probemeestquOawepart I@numeration estfaite dansV, et il nOestlonc pas
a priori evident que, de IOinerieur de L, on pwsseIOutlIlserpour debnir le bon ordre souhaite.
COesici queles resultats dOabsoluit de la section 1.5 sont utiles. N

PROPOSITION 1.22. (axiome du choix) Le modeleinterieur L satisfait |Oaxiome
du choix.

DEMONSTRATION. Supposons a € L. Pour X,y € a, on définit X <y par?

(1.9) Ja, B(a = Py(x=¢,) A B = py(y=c,) na < 3),

autrement dit si X apparait pour la premiére fois avant y dans I’énumération des ensembles
constructibles. Les relations Ca est un ordinal E et X = C, sont absolues, donc la relation <
coincide avec sa contrepartie <. Comme, dans L, Pordre des ordinaux est un bon ordre, la rela-
tion <" est, dans L, un bon ordre sur a. D’apres le théoréme de Zermelo (proposition IV.1.17),
on conclut que le modele L vérifie AC. O

> Revenantau cadre general des modelesde ZF, ce quOorvient de montrer, cOestue, partant
dOunmodele quelonque M de ZF, on peut construire un nouveau modele de ZF, a savoir le
modele interieur L™, qui, de surcrobt est modele de AC, et est donc un modele de ZFC. Par
consequent, [Oexistere dOunmodele pour ZF entradnelOexistene dOunmodele pour ZFC. Con-
formement au schema esquis® au chapitre IX, on deduit du theoreme de completude que la
consistane@ du systme ZF entradnecelle du sysléme ZFC, et, en particulier, quela negation de
IOaxiomedu choix, =AC, nOespas prouvablea partir de ZF. A priori, cette demonstration fondee
sur le theoreme de completude requiert un cadre metamathematique de theorie des ensembles.
En fait, en suivant la methade deja decrite dans la section 1X.3 et rappelee ci-dessous,on peut
facilement obtenir le resultat de non-prouvabilite de —=AC dansun cadre metamathematiquebien
plus faible, et donc enamre moins sujet a caution. N

_ ProposITION 1.23. (non-prouvabilité) (PA) Si ZF est consistar, alors —AC
nOespas prouvable a partir de ZF.

30n rappelle que a = py(F(v)) signifie Ca est le plus petit v vérifiant F(y) E, et est donc
exprimé par F(a) A Vy< a(=F(y)).
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DEMONSTRATION. Les arguments donnés plus haut montrent que, pour chaque axiome F
de ZF, il existe une preuve (purement syntaxique) de 1’énoncé relativisé F-, c’est-a-dire de F ou
chaque quantification est restreinte a L. La transformation serait pénible, mais elle est possible
car a aucun endroit on n’utilise I’hypothese qu’il existe un modele de ZF, mais simplement le
fait que les axiomes de ZF sont satisfaits dans V. De la méme facon, on obtiendrait un preuve
formelle de énoncé ACH A partir des axiomes de ZF.

Or supposons que Fyi, ..., F, est une preuve de —AC a partir de ZF. On montre induc-
tivement que chacune des formules relativisées F;, ..., F- est prouvable & partir de ZF. Si F;
est un axiome de ZF, c’est le cas comme on l’a dit plus haut. Si F; s’obtient par coupure a
partir de Fj et Fy, il en est de méme pour FL & partir de FJ'- et Ft. Enfin, si F; s’obtient par
généralisation & partir de Fj, & savoir que F; est VX(F;j), alors, par hypothese de récurrence, ZF
prouve FJ'-‘ et, comme FJ!‘ =XeL = FJL) est un axiome logique, on déduit par coupure que
ZF prouve X € L = FJ'-'7 puis, par généralisation, VX(X € L = FJ!' ), qui est F-.

Finalement, ZF prouve FL, qui est —-AC". D’autre part on a vu que ZF prouve AC". Donc,
sous les hypotheses considérées, c’est-a-dire s’il existe une preuve de —=AC a partir de ZF, on
déduit que ZF n’est pas consistant puisqu’il prouve a la fois ACt et =AC". O

> La demonstration de la proposition 1.22 etablit en fait davantageque AC, & savoir une version
uniforme de IOaxiomedu choix: la debnition de la relation < ne depend pas de IOensemble, et
(1.9) dePnit une relation sur L qui estun bon ordre. Cette version, parfois appelee principe de
choiz, estpar exemplecelle retenuedansle traite de Bourbaki [2]. Ce qu@tablit la demonstration
ci-dessusest essentielement que la consistan@ de ZF entradnela consistane du systme de
Bourbaki. <

2. Les ensembles L, et I’hypothése du continu dans L

» On décrit une autre construction du modéle L comme réunion crois-
sante d'une suite d'ensembles L, analogues aux ensembles V,, mais met-
tant en jeu une notion convenable d’ensemble des parties définissables
d'un ensemble. Cette approche permet un contréle plus fin des propriétés
du modele L, et, en particulier, on montre que L satisfait I'hypothese
généralisée du continu, ce qui établit la consistance relative de HCG par
rapport a ZF. <

> Le modele L estle plus petit modele interieur deV : comme le sous-©rps premier dOurcorps,
il ne contient queles ensemblesqui, en un certain sens,sont inevitables.Parmi ceux-ci Pguent
tous les ensembleqqui sont dePnissablescOest-dire ceux dont IOexistere est explicitement re-
quise par les axiomesde ZF, en particulier les axiomesde separation. Il apparadtdonc naturel
dOintoduire desensembled. , debnisrecursivementcomme les ensemblesv, mais en substitu-
ant a IOopration ‘B une operation P4.¢ correspndant a selectionner exclusivementles parties
dePnissablesOn va voir que ce point de vue requiert du soin pour étre mis en luvr e, mais quOil
mene en effet a une description alternative de la classelL et desensemblesconstructibles. <

2.1. Définissabilités externe et interne.

» L'introduction d'un hypothétique ensemble des parties définissables
d'un ensemble pose plusieurs difficultés. On montre comment les con-
tourner en remplacant la notion externe de définissabilité par une version
interne, au prix d'une possible distortion en cas de modele non-standard.
On relie alors la notion ainsi obtenue a la cléture par opérations de Godel.

<
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> On a deja renontre plusieurs fois la notion dOogration ou de relation dePnissabledans une
structure (cf. exerices du chapitre VII). Dans le cas de la theorie des ensembles,la notion
est familiere et renvoie directement aux axiomes de separation : on dit quOundormule (avec
parametres) F(x, €) de L .,s est une dePnition pour une partie b de a si on a

(2.1) b={xeca;V =FXx0}.

Il est alors naturel de declarer que b est une partie debnissablede a sOilexiste au moins une
formule F de L .,s €t une suite C satisfaisant (2.1), donc si b peut étre intr oduite par separation
dans a. Il est alors tentant dOintoduire un ensembledes parties debnissablesde a en faisant
varier F sur IOensemblde toutes les formules de L .., cOest-dire en considerant

(2.2) Pho(@) = {X €P(@); IF€Llens IEX ={Xxca;V = Fx )}

Le probﬁameestqueoette dePnition nOespas une depnition par separation a IQinerieur deB(a),
pour au moins deux raisons: |Ouneest quOundormule F nOespas un ensemble,mais un mot
du contexte metamathematique N une formule fait partie du discours sur les ensemblesmais
nOes’pas un ensembleN |Qaute est que, méme si on remplae les formules par desensembles
qui en sont la contrepartie, la relation de satisfaction V = nOespas exprimable par une formule
ensembliste,en vertu du theoreme de Tarski sur la non-dePnissabilie de la verite. Il en resulte
querien ne garantit I0existerede I0ensemblde (2.2).

La premiere difficulte peut étre contournee en substituant aux formules externesau monde
des ensemblesdes contreparties de celles-ci a IOingrieur du monde des ensembles.Ceci a
precisement ete fait au chapitre VII lorsquOora debni pour chaqueformule F de L ., donc en
particulier de L.,s qui en estun fragment, un ensembleF element de V,, qui la code. Une fois
les formules ainsi transppseesdans le monde des ensemblesJa construction des formules, et,
plus generalement, celle de toutes les notions deslogiquesL ., 0Ou L .., devenueune operation
ensembliste,peut étre effectuee dans tout modele de ZF. <

DEFINITION 2.1. (logique L) Supposons que M est un modele de ZF, et
que # est une signature incluse dans #max. On définit la logique Lg’t comime
I'interprétation dans M de la logique L.

> Il n@ arien detresmysterieux danscette version de la logiquedu premier ordre rendueinterne
a un modele de la theorie desensembles essentielement, a un codagepres, la IoglqueLM est
une copie de la logiqueL, . En particulier, toutes les resultats demontres au chapitre VI IGont
ete a IOaidedOag]umentsforrrlalisables dans ZF, et, par consequent, ils sont ipso facto valides
danstout modele de ZF, et cOesen particulier le cas du theoreme de completude.

Un point doit neanmoinsétre souligne. De méme quOawhapitre VIl |0existerede modeles
non-standards de IOarithnetique a oblige a du soin dans la manipulation des formules F', de
méme |Oexistene de modeles non-standards de ZF oblige & du soin. On a vu dans la sec-
tion 1X.1.3 que, pour autant quQikexiste desmodelesde ZF, il existe inevitablementdes modeles
de ZF non standards, cOesg-dire desmodelesou w contient, au-de& desordinaux n pour n en-
tier naturel, des entiers dits non standards. Si M est un modele standard de ZF, alors tous
les entiers de M sont standards, et, de méme que tout entier de M est de la forme n™ pour
un entier naturel n, toute formule de L,M est de la forme F™ pour une formule de L, , et la
logique L est une simple copie de la logiqueL, . Par contre, si M estun modele non-standard

de ZF, la IoglqueLM contient desformules qui ne sont de la forme F™ pour aucune formule F
deL .., cOestdire pour aucuneformule intuitive (ou naturelle, ou encore du discours): si i est
un entier non-standard, la formule xX; = X; ne saurait étre de la forme F. De méme, la depPnition
recursive de I0ensembldesformules de L, comme plus petit ensembleclos par un certain nom-

bre de transformations implique queL " contient desformules de longueurinbnie: par exemple,

pour tout entier a de M, il existe dans LM une formule qui estx; =0vX; =1v..vX; =a;
or, si a estnon standard cette formule, vue de IQextrieur de M, a une longueur inPnie et, a

ce titr e, ne peut étre de la forme EM. De la méme fafion enare, les interpr etations dans M
dOensemblate formules tels que PA ou ZF, naturellement notes PA™ et ZF™, ne correspndent
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pas necessauement a leurs contreparties externes: des lors quQilexiste des formules de L.,

ou de L., qui ne sont les contreparties dOaucundormule externe, le syseme PAM et zF™,
qui contiennent respectivement les axiomes dOinductionet de separation assies a toutes les
formules de la logique consideree contiennent donc, dans le cas dOurmodele non standard, des
axiomesqui ne correspndent a aucun axiome des systemes PA et ZF externes, cOesedire du
niveau du disoours. Cette discussionnOespas destinee & plonger le lecteur dans des atmesde
perplexite, mais simplement a bien preciser la situation N et a souligner une fois de plus les
dangersdQOidentibations arbitraires.

Revenonsa la notion de dePnissabiliie et aux difficulteslieesa la tentative de debnition (2.2).
La solution a la premiere difficulte est maintenant claire: ayant obtenu une contrepartie en-
semblisteinterne L . pour L .,s, ON proposede rempla@r (2.2) par

(2.3) Pier(@) = {X € P(a); IF e L., ICX ={xea; (V,€) FFXO}} :

cette fois, les formules sont desensembleset IOobstructionest levee N au prix dOunesventuele
alteration de la notion obtenuepuisquOora note que, dans le cas dOurmodele non standard, la
notion de debnissabilie interne ainsi obtenuene coéncidepas neessaiement avec la notion de
debnissabilie externe precedemmentenvisage.

Un second probkme empiche (2.3) d®@tre une dePnition par separation legitime. La cons-
truction de la logique L, et de la son interpr etation dans un modele quelonque de ZF ne se
limite pas a la syntaxe, mais inclut aussila semantique, cOesgt-dire la notion de realisation
et la relation de satisfaction reliant realisations et formules: si M est un modele de ZF, une
realisation pour la IoglqueLM est, au sensde M, une suite composee dOurensemblenon vide
et dOunénterpr etation du type ad hoc pour chacun des symiblesde ¥, et, pour M realisation
de LM et F formule de L™, on debnit recursivementla relation de satisfaction M |: F en
copiant les debnitions VIIL1.17 etVI.1.19. Le probkemeavet (2.3) estquOypguee la satisfaction
dans le modele de reference V lui-méme, lequel nOesfpas un ensemble dans un modele M,
IOinterpetation de VM estle domaine de M, qui ne peut étre un element de lui-méme, cOesi”
dire un ensembleau sensde M.

LOobstructiorprecedentene saurait étre contourneepar un artibce technique, car le theoreme
deTarski (proposition VII1.4.2) affirme precisgsmentlOimpssibilite de debPnir, pour un modele M
de ZF, une formule Saty(x) caracterisant dans M les formules de L} satisfaites dans M. I
est donc neessaie de modiPer & nouveau (2.3). Deux solutions existent. La premiere est de
remplaer la classeV par un ensembleV,, et de considerer IOensemble

(2'4) sBdeford(a) = {X € ‘:B( ) JF € Lem HQ,VEOI'CI (X = {X €a; (Vm G) ’: F (X, ?)})}

des parties de a dites dePnissablesn termes dOalinaux, et ceci conduit & un modele interieur
dit des ensembleshereditairement debnissablesen termes dOatinaux, note HOD .

Une autre solution est de remplaer la classeV par IGensemble lui- -méme, cOest-dire
dOintoduire

(25)  Paer(@) = {X € P(@); F e L,,, Ica(X = {x €a; (ac) £ Fx I},

ne mettant en jeu quela structure (a, €). COesta notion quOormetient ici. N

DEFINITION 2.2. (i-définissable) On dit qu’une partie b d’'un ensemble a est
internement définie, ou i-dePnig avec parametres €, dans (&, €) par une formule F
de L s 81 01 &

(2.6) b={xeca;(aec)=FX0o};

on dit que b est i-dePnissabledans (a,€) s'il existe au moins une formule F
de Ly, et une suite C satisfaisant (2.6), et on note Pger(a@) I'ensemble des parties
i-définissables de a
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> Le point important est que IQopration ,.; est une operation ensembliste; en particulier,

pour tout modele M de ZF et tout a dansle domaine de M, il existe dansle domaine de M un
elementbqui estla valeur de Bq4.¢(a) calculeedansM N a Ia difference du cas dela notion B}
de (2.2). LOinerét specibquedu choix de (a, €) comme structure de reference est de garantir le
caractere minimal de la notion obtenue, et cOestui qui va permettre dOgfectuer le lien avec les
operations de Gedel et les ensemblesonstructibles. N

LEMME 2.3. Pour tout ensenble transitif a, [Oensebie Pyer(a) est IOiter-
sectionde ‘B(a) avec Clbtgege(a U {a}).

DEMONSTRATION. La proposition 1.3 et le corollaire 1.4 qui en résulte ont été établis par
récurrence sur la longueur de la formule F, qui est un entier naturel. La méme démonstration
peut étre recopiée a l'intérieur de n’importe quel modele M de ZF en une démonstration par
induction sur la longueur de la formule F, qui est un entier de M, du résultat semblable, &
savoir que, pour toute formule F de L) il existe une composition de fonction de Godel I'r

telle que, pour tout élément a de M, on a

Keab; (ac) EF X 9P =Tirsa0.

Ceci vaut en particulier pour tout sous-ensemble de a, et on en déduit que tout élément
de Paer(a) appartient a la cloture de Godel de a U {a} puisque les parametre a et € mis en
jeu appartiennent & aU {a}.

Inversement, supposons que I'est, dans M, une composition d’opérations de Gédel et qu’on
a b = I(a,C) ol C est une suite finie d’éléments de a. Alors, par le lemme 1.5 — ou, plus
exactement, par sa version interne au modele M — y € (X, Z) est ZF~-équivalente & une
formule F (X,Y,Z) qui est Ag. On a alors

b=T(a,c) = {y € a; F(a,y,0)},

Puisque F est une formule Ay, et que a est un ensemble transitif, F est absolue pour a, et on
a donc

b={yeca;(ac)=F(ay 0}
Autrement dit, b est dans Pyer(a). O

2.2. Les ensembles L,

» On définit une filtration du modele L par une suite croissante d'ensem-
bles L, dont la construction est analogue a celle de la suite des V,, mais
en remplacant |'opération ‘B par Pges. |

> On a jusqu@ present construit le modele L & partir dOuneenumeration de la clture des
ordinaux par les operations de Gedel. Cette enumeration nOestpas injective, et il nOestpas
directement facile dOerdeduire des proprietes bnesdu modele L, typiquement de contrdler a
quel moment des sous-ensemblesie w vont cesser dOapgradtre : si X est un sous-ensemble
constructible de w, il existeun premier ordinal « tel quex estc,, mais il nOespas clair dOobtenir
de borne superieure pour un tel ordinal «. Pour affiner la description de L, on va en donner
une description alternative a partir dOunenouvele suite croissante dOensembleappeles L,
parallelesa la suite desensemblesv,,. N

Comme dans les sections précédentes, on se place dans un modele de ZF,
auquel on refere en tant que V.
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DEFINITION 2.4. (ensembles L,) La suite d’ensembles (L, )acora €st définie
par la récursion

(2.7) Lo:=0, Las :=Paer(La), La=[JLa pour A limite.

a<

EXEMPLE 2.5. (ensembles L,) Si X est un ensemble fini, toutes les parties
de X sont finies et donc définissables par extension. Il en résulte inductivement
que, pour tout entier n, on a L,, = V,, et, par conséquent, on a aussi L, = V.
Par contre, il n’est a priori pas évident que toute partie de V,, soit définissable
dans (V,, €), et, donc, pas évident qu’on doive avoir L+ = V41 .

LEMME 2.6. Pour chaque a, IOensebie L, est transitif, et onal, C V,
L, N Ord = «, et, sousresere que AC soit satisfait, on a card(L,) = card(«
pour tout ordinal inPni a.

)

DEMONSTRATION. On raisonne par induction sur «. Les seuls points non immédiats sont
le fait que L, N Ord = « entraine L ,+1 NOrd = a + 1, et la cardinalité de L. Dans un sens,
tout ordinal qui est dans L 441 doit étre inclus dans L, et dans Ord puisque la classe Ord est
transitive, donc inclus dans «, c’est-a-dire au plus égal a «. Dans 'autre sens, « est la valeur
de la formule Ord (x) dans I’ensemble V,, ; comme Ord (X) est une formule absolue et que L,
est transitive, a est la valeur de Ord (X) dans L, et donc « est définissable dans L

Pour la cardinalité, on a card(L,) = card(V,) = Ng = card(w). Pour A limite, L est
union d’au plus card(A) ensembles dont chacun est, par hypotheése d’induction, au plus de
cardinal card(\), donc, par la proposition V.2.5 (dont la démonstration requiert AC), il est au
plus de cardinal card()\). Enfin, pour o = 8+ 1, on déduit

card(L ) = card(Paer(L g)) = card(L g) = card(8) = card(«)

de V'égalité card(Paer(a)) = card(a), qui, pour tout ensemble infini a de cardinal &, résulte de
la possibilité d’énumérer (toujours par AC) a l’aide des ordinaux plus petits que & les formules
de L., et les suites finies d’éléments de a, donc les sous-ensembles i-définissables de a. O

> On va montrer quela relation x = L, est, tout comme la relation x = c,, une relation AZF,
Commela debnition deL ,, estrecursive,il sOagitionc, en vue dOappliquele lemme1.5, d@tabhr
que le pas de la recursion est de complexite au plus ¥4F. <

LEMME 2.7. Lesrelationsy = ClOtgegel(X) €t Y = PBger(X) sort de comple-
xite" £F.

DEMONSTRATION. (i) La démonstration du lemme 1.6 montre que Clotgsqe est définie
récursivement a partir d’une opération F qui, en vertu du lemme 1.5, est de complexité ASF_,
donc a fortiori $%F. 1 résulte alors du lemme 1X.2.19(iii ) que Y = Clotasge (X) est AZF.

(i ) D’apres le lemme 2.3,y = Pyer(X) équivaut & y = Clotgsae (X U {X}) N P(X), done &

Jz,t(t =x U {Xx} Az = Clotgsqgel(t) nVTUEYU CX AU EZ) AVUEZ(UC X = U € Z)),
qui devient une formule ¥%F lorsque Z = Clotgsqel(t) est remplacé par une formule ¥ qui lui
est ZF-équivalente, et a

Vz,t(t #X U {X} vz # Clotgsge(t) v(MUEY(UC X AUEZ) AVUEZ(UC X = U € 2))),

qui devient une formule H%F lorsque Z = Cloétgsger (t) est & nouveau remplacé par une formule 4
qui lui est ZF-équivalente. O
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> On peut maintenant etablir rapidementle lien entre la classeL et les ensembles.,, et, de
la, I@quivalene entre I0apprche par les operations de Gedel et les ensemblesconstructibles, et
celle par la i-dePnissabilie et les ensembled.,. <

PROPOSITION 2.8. (absoluité de L,) La relation x = L, estabsoluepour les
modelesinterieurs, et la classeL estla reuniondesensenblesL .

DEMONSTRATION. Tout comme X = Cq, la relation X = L, est définie récursivement & par-
tir d’une opération qui est X7 : dans le cas présent, le lemme 2.7 garantit que I'opération Pqes
est 247 et le lemme IX.2.5 garantit que 'opération | est AZF. Par conséquent, le lemme 2.19(iii )
garantit que X = L, est une relation A%F et, & ce titre, elle est absolue pour les modeles
intérieurs : pour tout modelé intérieur M, on a LM = L, et donc, en particulier, L, C M.
Appliquant ceci au modele intérieur L, on conclut qu’on a L, C L pour tout a.

Par ailleurs, posons L’ := [J,corg Las ce qui fait sens puisque la suite (La)acord est
définissable. Alors la classe L’ est transitive comme union d’ensembles transitifs, elle contient
tous les ordinaux puisque L,y1 contient «, elle est stratifiée par les ensembles L, et on a
montré ci-dessus qu’elle est incluse dans L. Enfin L’ est close par les opérations de Godel. En
effet, supposons qu'on a X,y € L. Alors l'inspection des définitions montre que Iy(X,Y), ...,
I3(%, ), Ty(X), ..., Tg(x) appartiennent tous & L 445. Il en résulte que L’ est close par opération
de Godel, et donc, par la proposition 1.13, L’ est un modele intérieur. Par le corollaire 1.21, on
al’ DL, et, finalement, L’ = L. O

COROLLAIRE 2.9. Supposonsque M est une classepropre transitive modele
de ZF—Par. Alorsona L = LM C M.

DEMONSTRATION. Soit o un ordinal quelconque. Comme M n’est pas incluse dans V,, il
existe X dans M vérifiant rang(x) > «. Comme le rang est absolu pour les classes transitives
modeles de ZF~, on a rang(X)M = «a, d’ott @ € M, et donc Ord C M. Alors, comme X = L,
est absolu pour M, on trouve LM ={x e M ; M = 3Ja(x € Lo)} = Uuecomg La =L O

NoTATION 2.10. (V=L) On note V=L la formule VX (CX est constructible E),
c’est-a-dire VX Jar (X € Lo) 4.

> Ainsi, par exemple,L est un modele de ZF+V =L. Pour les developgments ulterieurs, il
sera important de savoir quela classelL et les ensemblesdu type L , avec A limite peuventétre
caracterises parmi les classestransitives par un nombre bni de formules. Le point important est
ici la Pnitude, car elle permettra dOappliquedes resultats de ref3exion. N

COROLLAIRE 2.11. Il existe une famille bnieFy, ..., F,, dDaxiomede ZF—Par
+V=L telle que L estla seuleclassetransitive veripart Fy,...,F, et lesensem-
blesL , avec A limite sort les seulsensenblestransitifs veripart Fq, ..., F,.

DEMONSTRATION. Dans la démonstration du corollaire 2.9, on fait appel & I’absoluité des
formules Ca est un ordinal E, @ = rang(X), X = L4, pour les classes transitives modeles de ZF~,
on a fait appel aux propositions 1X.2.12 et 2.8. Pour chacun des résultats d’absoluité établi
dans le chapitre IX et dans le présent chapitre pour une classe transitive M modele de ZF~,
la démonstration (pour l'absoluité d’une formule donnée) ne requiert que le fait que M sa-
tisfait un nombre fini d’axiomes de ZF~. Par conséquent, il existe une famille finie Fq,...,Fp,
d’axiomes de ZF~ telle que les formules ci-dessus sont absolues pour toute classe transitive

4qu’on peut remplacer par la formule ZF-équivalente VX Ja (X = Cq)
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vérifiant Fq, ..., F. Donc toute classe transitive M vérifiant Fq, ..., F, satisfait L € M. Soit
Fm+1 la formule V =L. Alors toute classe transitive M satisfaisant Fy, ..., F,41 satisfait M = L.

Soit enfin Fp9, ..., Fy des axiomes de ZF~ prouvant la formule Vo 38 (8 > a). Puisque L
est la seule classe transitive satisfaisant Fy, ..., Fyy1, et que L satisfait Fp, o, ..., Fn, puisque ce
sont des axiomes de ZF~, la classe L est a fortiori la seule classe transitive satisfaisant Fq, ..., F,.

Supposons maintenant que M est un ensemble transitif satisfaisant Fy, ..., F,. Alors Ord N
M, qui est Ord ™ n’a pas de plus grand élément, et est donc un ordinal limite, soit A. Comme

(M, €) satisfait Fy, ..., F,, la formule X = L, est absolue pour M , et on trouve
M _ . — _
LM ={xeM ;M = Ja(x eLa)}_UaOLa_LA,
d’'oi Ly C M, et finalement M = L puisque (M, €) satisfait Fp41. O

2.3. Sous-structures élémentaires.

» On introduit la notion de sous-structure élémentaire, qui renforce la
notion usuelle de sous-structure, et on établit une variante du théoreme
de Lowenheim—Skolem garantissant |'existence de sous-structures élémen-
taires. On en déduit une forme forte du schéma de réflexion dans laquelle
le cardinal de I'ensemble reflétant est petit. <

> On souhaite desormais etudier le probleme du continu (generalise) dans le modele L. Le
point essentielva consister a etablir une borne superieure sur I0ensemblées ordinaux 3 tels
quelL gt \ L contient une partie de a.. Pour cela, la methade sera de montrer que, pour tout
ensembleL , contenant une partie a de «, il existe un ordinal X petit tel que L+ ressemble
suffisammenta L, et contient a. Cette existene@ provient dOurresultat de logique tres general
qui est une variante du theoreme de LowenheimBSkolentel qu@tabli au chapitre VII, et qui est
IOobjede cette section. <

DEFINITION 2.12. (sous-structure élémentaire) Supposons que My, M sont deux
réalisations d’une logique Ly. On dit que My est une sous-structure @lementaire
de M si My est une sous-structure de M et que, pour tout choix de & dans le
domaine de My, et pour toute formule F de L gps,

(2.8) My | F(8) équivaut a M | F(&).

> Si My est une sous-structure elementaire de M, alors en particulier My et M satisfont les
mémesformules closes,autrement dit les theories du premier ordre de My et M coéncident.
Une sous-structure nOaen general aucune raison d@tre elementaire. Ce quOona montre
au chapitre VIII, cOestjuel@quivalene (2.8) est valable pour les formules sans quantibateur
(lemme VII1.3.7), et, dansle contexte particulier ou une relation binaire est specibee et ou M
estextensionbnalede My, pour lesformules A (proposition VIIL.3.10), mais a priori pas pour
desformules quelonques.Ce quOorva montrer ci-dessous,cOestjuetoute structure posededes
sous-structures elementaires de cardinal pas trop grand. On commene par un crit ere general
permettant de reconnadtie les sous-structures elementaires. <

LEMME 2.13. Supposonsque My est une sous-structurede M. Une condi-
tion ne®essaireet suffisarte pour que My soit sous-structureelemenaire de M
est que IQimplicationsuivante soit veribee pour tous & dans Dom(My) et toute
formule F(x, y)

(2.9) M = Ix(F(x, d)) erntradne My = 3x(F(x, &)).
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DEMONSTRATION. On montre pour toute formule F ’équivalence
(2.10) M E F(8) < My E F(3)

par induction sur la longueur de F. Si F est sans quantificateur, I’équivalence résulte du lem-
me VIIL.3.7. Ensuite (2.10) passe aux connecteurs booléens. Dans le cas ou F(Y) est IX(G(X, Y)),
alors I'implication de gauche a droite est garantie par (2.9), tandis que 'implication de droite &
gauche est triviale puisque le domaine de My est supposé inclus dans celui de M. Enfin, dans le
cas ol F(Y) est VX(G(X, ¥)), I'implication de gauche & droite est triviale, tandis que I'implication
de droite & gauche résulte de 1’application de (2.9) & Ix(—-G(X, &)). O

> La question pour construire dessous-structures elementaires est donc de garantir lesimplica-
tions 2.9. Or ceci est facile, tout au moins pourvu quQordispose de IQaxiomedu choix. N

DEFINITION 2.14. (fonction de Skolem) Soit M une structure de type # et
F(X,¥) une formule de L ;. Une fonction h de Dom(M )" dans Dom(M) est appelée
fonction de Skolempour F dans M si, pour tous & dans Dom(M ),

(2.11) M k= 3x(F(x, d)) entraine M k= F(h(d), &).

LeMME 2.15. (AC) Pour toute structure M de type # et toute formule F
de Ly, il existe une fonction de Skolem pour F dansM.

DEMONSTRATION. Soit F une fonction de choix sur P(Dom(M)). On définit h(&) comme
étant F ({X; M |= F(x, &)}), si cet ensemble n’est pas vide, et F(Dom(M)), sinon. O

PROPOSITION 2.16. (Léwenheim—Skolem) (AC) Soit M une structure de ty-
pe#, e A C Dom(M). Alors il existe une sous-structureelemeraire My de M
veripart A C Dom(My) et card(My) < max(card(A), card(# ), No).

DEMONSTRATION. Pour chaque formule F de L , soit hg une fonctions de Skolem pour F
sur M. On définit My comme la cloture de A dans Dom(M) par les fonctions hg, c¢’est-a-dire
le plus petit sous-ensemble de Dom(M) incluant A et clos par laction des fonctions hg. Le
cardinal de My est borné supérieurement par le cardinal de A multiplié par Ny fois le cardinal
de l'ensemble des formules de L, , qui est max(card(X), o).

Supposons que S est un symbole d’opération de ¥, et soit h la fonction de Skolem hgy_g ).
Pour tous & dans Dom(M), on a M = 3x(x = s(¥)), donc, pour tous &, par définition, M |
h(&) = s(d)), ce qui est dire que h coincide avec ™. Par conséquent, I’hypothese que My est
clos par I'action de toutes les fonctions de Skolem garantit que My est en particulier clos par
chacune des opérations de . Il résulte du lemme VII.2.12 qu’en munissant My des opérations
et relations induites par celles de M, on obtient une sous-structure My de M.

Enfin, par construction, I'implication (2.9) est toujours satisfaite, et, en appliquant le
lemme 2.13, on conclut que My est sous-structure élémentaire de M. O

> On revient au schema de ref3exion pour en etablir une variante. Dans la proposition 1.10,
on a etabli que, pour toute formule F(x), il existe toujours un ensembleVs qui refSete F(x),
cOest-dire est tel que F soit absoluepour V3. On observeici quOorpeut egalementtrouver un
ensemblere3etant qui soit non pas un ensembleV, mais un ensemblede petite cardinalite, et,
de surcrodt, quOorpeut imposer que cet ensembleinclue un ensembleprescrit. N
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PROPOSITION 2.17. (schéma de réflexion, variante) (AC) Pour toute classeM,
tout ensenble A inclus dansM et toute famille Pniede formulesFy, ..., F, deL ens,
il existeun ensenble M satisfaisat A C M C M et card(M ) < max(card(A), Xp)
tel queFy, ..., F, sort absoluespour (M, M).

DEMONSTRATION. Pour chaque ordinal «, posons M, := M NV,. Soit v := rang(A) + 1.
Par construction, A appartient a M. Par la proposition 1.10 appliquée aux ensembles M,
il existe B = v tel que Fy,...,F, sont absolues pour M. Par le théoreme de Lowenheim-
Skolem (proposition 2.16), il existe une sous-structure élémentaire (M, €) de (Mg, €) vérifiant
A CM et card(M) < max(card(A), Rg). Par construction, chacune des formules F; est absolue
pour (M,Mg) et pour (Mg, M), donc pour (M,M). O

COROLLAIRE 2.18. Soient Fy,...,F, desformules ensenblistes, et A un en-
senble transitif. Alors il existe un ensenble transitif M veriPait A C M et
card(M ) < max(card(A), No) tel queFy,...,F, sort absoluespour (M, V).

DEMONSTRATION. Soit Fg 'axiome d’extensionnalité. Par la proposition 2.17, il existe un
ensemble M vérifiant A C M et card(M ) < max(card(A), Ro) tel que Fg, Fq, ..., F, sont absolues
pour (M,V). Comme Fq est vrai dans (V, €) par hypothese, il 'est aussi dans (M, €). Par le
théoréme de Mostowski (corollaire 1X.4.12), il existe un isomorphisme 7 de (M, €) sur (M, €),
ol M est un ensemble transitif. Par construction, M et M ont le méme cardinal. De plus,
puisque A est supposé transitif, 7| 4 est I'identité, et on a donc A C M. Enfin, puisque (M, €)
et (M, €) sont isomorphes, ils satisfont les mémes formules, et, par conséquent, Fy, ..., F, sont
absolues pour (M, V). O

2.4. L’hypothese généralisée du continu.

» On établit que I'hypothése du continu généralisée est satisfaite dans
le modele L. <

> Montrer que le modele L satisfait IOhypthese generalisee du continu signibPe montrer que,
pour tout «, I0ensemble , a le nombre minimal possiblede sous-ensemblesPar construction,

fout sous-ensemblede L. appartenant a L se trouve dans un ensembleL 5, et le lemme 2. 6
borne le cardinal de chaqueensembleLg IOigke naturelle pour montrer quOing a pas beaucoup
de sous-ensemblesx L, est dOobtenirune borne sur I0indie 3, cOesi-dire de montrer que
toutes les parties constructibles de L. sOobtiennentelativement tét dans la hierarchie desL g.

Par dePnition, L, est IOensembIele toutes les parties constructibles de L, qui sont dans la
cléture de Gedel de L, U {L .}, mais ceci nOimpliquepas que toute partie constructlble delL,

soit dans L, : de nouvelles parties constructibles de L, peuvent apparadtre plus tard dans
la construction inductive, dans un passagede Ls a mdef(Lﬁ) ave 8 > «a. Le probeme est de
montrer quOilexiste neanmoins une borne superieure pas trop grande pour 10indie £. N

LEMME 2.19. Pour tout « inPni, B(L,) N L estinclus dansLg, ou 5 estle
successeude card(«) evalue dansL.

DEMONSTRATION. On se place dans le modele L °. Supposons que A est un ensemble
constructible inclus dans L ,. Soient Fy, ..., F, les formules du corollaire 2.11. L’ensemble L , U{A}
est transitif, et, par le schéma de réflexion dans la forme du corollaire 2.18, ce qui est 1égitime
puisque le modele de référence satisfait AC, il existe un ensemble transitif M vérifiant L ,U{A} C
M, soit Lo CM et A €M, et card(M) < max(card(Ly) + 1,Rp), donc, d’apres le lemme 2.6,

5c’est-a-dire que, partant d’un modele M de ZF quelconque, on prend comme modele de
référence le modele LM
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card(M ) < card(«), tel que Fy, ..., F,, sont absolues pour (M, V). Par hypothese, Fy, ..., F, sont
vraies dans V , qui est L, donc aussi dans M . Toujours par le corollaire 2.18, il existe un ordinal
limite A tel qu'on ait M = L. Si on avait A > card(a)" dans le modele de référence, on
aurait card(L ) > card(«)™ > card(a), contredisant la relation card(M ) < card(a). On a donc
nécessairement \ < card(a)™. O

_ ProprosITION 2.20. (hypothese du continu généralisée) Le modele L satisfait
|Ogpothesedu cortinu generaliskRe HCG.

DEMONSTRATION. On se place dans le modele L. Soit x un cardinal, et A une partie de .
Par le lemme 2.19, P(x) est inclus dans L .+ , et on a donc card(P(x)) < card(L .+ ) = k™, soit
2% = gT. O

Appliquant le méme procédé que dans le cas de AC, on déduit que, dans un
cadre métamathématique minimal, ZF prouve I'énoncé HCGE, d’ott

COROLLAIRE 2.21. (PA) Le systemeZF ne prouve pas —HCG.

2.5. Elimination de AC et HC.

» On établit que tout résultat d’arithmétique pouvant étre démontré
a I'aide de I'axiome du choix et de I'hypotheése (généralisée) du continu
peut étre démontré sans faire appel a ceux-ci: il existe un moyen uniforme
d'éliminer ces axiomes additionnels d'une éventuelle démonstration. <«

>On awvu que,siM estun modeleinterieur deV, alors VM coéncideaves V,,. Toute formule A
est absoluepour M, et on deduit en particulier quetoute formule dont les quantibpations sont
restreintes a V,, est absoluepour M . Ceci sOappliquen particulier au modele L, et, pour une
telle formule, il est donc equivalentde I@tablir dansV ou dansL. <

LEMME 2.22. Toute formule dOarithnetique est ZF-equivalerte & une formule
ensenbliste " o, et plus precigmen a une formule dont toutes les quartibcations
sort restreintesa V,,.

DEMONSTRATION. Par définition, toutes les variables dans une formule d’arithmétique
réfere a des entiers, donc a des éléments de w, c’est-a-dire encore a des éléments de V., qui
sont des ordinaux. Or Gétre un ordinal E est une propriété ASF. Par ailleurs, une formule
d’arithmétique peut mettre en jeu 'entier 0 et les opération S, +, et -. Or, la formule X = 0,
c’est-a-dire X = (), est A puisqu’elle équivaut & Vyex(y # y). Ensuite y = S(X), c’est-a-dire
y = X U {X} est A puisqu’elle équivaut & Vzex(zey) n X € y A Vzey(zex v z = X). Puis
Z =X +Y est Ay puisqu’elle équivaut a

Xy.zewatrfeV, (Ctr)=(xe) +(y,e)E

A Cf est un isomorphisme de (t,r) sur (z, €) E;
ort =X WY, qui équivaut a
Yuex veV, (V= (U,1) av et) aVuey aveV, (v=(u,2) av et)
AWe t(3uex(v = (u, 1)) v Juey(v = (u, 2))),
s’exprime a l’aide d’une formule Aj en remplagant ci-dessus (u, 1) et (U, 2) par des définitions Ag.
De méme, l'ordre r sur t correspondant a la somme des ordres est décrit par
v, W) er & Ju,ueV,(
(V=(u,1) AV'=(U’,1) rueu’) v
(v=(u,2) AV'=(U,2) nued’) v (v=(u,1) AVv'=(U, 2))),
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et, a ce titre, la formule Z = X +Y équivaut a une formule Ay. L’argument est le méme pour la
multiplication. O

PROPOSITION 2.23. (arithmétique) Supposonsque M estun modeleinterieur
de V. Alors M et V satisfort les mémesformules dOarithnetique.

DEMONSTRATION. Supposons que F est une formule d’arithmétique. Par le lemme 2.22,
il existe une formule ensembliste F’ de complexité Ay qui est ZF-équivalente & F. Par le
lemme 1X.2.10, la formule F’ est (M,V ) absolue. Puisque M et V sont, par hypothese, des
modeles de ZF, il en est de méme de la formule F. O

> On notera que IOhypthese que M est modele interieur de V est essentiele dans le resultat
precedent. deuxmodelesquelonquesde ZF nOontaucuneraison de satisfaire les mémesenonaes
dOarithnetique. En particulier, les formules de type Const construites au chapitre VIl sont
des formules dOarithnetique, méme si elles expriment des proprietes pouvant mettre en jeu
des ensemblesinbnis. Par exemple,on a vu dans la section 1X.r efMOSInacc que la formule
dOarithnetique Conszr est satisfaite dans tout modele contenant un cardinal inaccessible,tandis
guesa negation, qui est aussi une formule dOarithnetique, doit étre satisfaite dans au moins un
modele de ZF, sOilen existe, puisque le second theoreme dOinompletude affirme que, dans ce
cas, Conszg nOespas prouvablea partir de ZF.

Un des interéts de la proposition 2.23 est de fournir une methade generale permettant
d@liminer des hypothesessuperfRues dans les demonstrtions de resultats dOarithnetique. N

PROPOSITION 2.24. (élimination) SupposonsqueF estuneformule dOarithne-
tique prouvablea partir de ZFC+HCG, ou, plus generalemer, a partir deZF+V=L.
Alors F est prouvable a partir de ZF.

DEMONSTRATION. Supposons que Fi,...,F, est une preuve de F & partir de ZF+V =L.
Alors chacune des formules relativisées FY, ..., FL est prouvable & partir de ZF. En effet, si
Fi est un des axiomes de ZF ou est V=L, alors F- est prouvable & partir de ZF, puisqu'on a
démontré que la classe L est modele de ZF+V =L. Par ailleurs, si F; est obtenu par coupure
ou généralisation a partir de formules F; antérieures, alors F}‘ se déduit de la ou des FJ!‘ corres-
pondantes comme dans la démonstration de la proposition 1.23. Par conséquent, ZF prouve la
formule relativisée F-. Or, F étant de complexité A, elle est absolue pour L, ce qui signifie que
ZF prouve I’équivalence de F et F-. Donc ZF prouve F.

I’argument s’applique en particulier pour toute formule prouvable & partir de ZFC+HCG
puisque, ZF+V =L prouvant AC+HCG, toute formule prouvable a partir de ZFC+HCG est ipso
facto prouvable a partir de ZF+V =L. O

> LOagument dOabsoluit ne s@tend pas aux niveaux plus elews de la hierarchie des ensem-
blesV,, en particulier au niveau V,,; ou apparaissent les parties de w. De fait, il nQ a pas
de resultat general pour les formules dOarithnetique du second ordre, cOesg-dire les formules
dOarithnetique mettant en jeu des entiers et des ensemblesdOentiers)esqueles correspndent
a desformules ensemblistesdont les quantibations sont borneesa V,,,1. On verra cependant
au chapitre ?? avec le theoreme de LevybShenbeldun resultat partiel concernant desformules
suffisamment simples. Pour le moment, on peut noter IOextensiorsuivante: <

COROLLAIRE 2.25. Supposonsque F est une formule de la forme 3x(G(x))
avec G arithmetique et que F est prouvable a partir de ZFC+HCG, ou, plus
generalemen, a partir de ZF+V=L. Alors F est prouvable a partir de ZF.

DEMONSTRATION. Le méme argument que ci-dessus donne ZF - FL . La formule F, étant de
complexité ¥, est semi-absolue vers le haut, et donc ZF prouve F- = F. Donc ZF prouve F. [



X.3. Propriétés combinatoires du modele L 323

> Les resultatsprecedentsindiquent donc que, mémesi on a despreventionsquant au bien fonde
de |IOaxiomalu choix ou de IOhypthesedu continu, on peut nenamoins les utiliser liberalement
des lors quOilsOagitd@tablir une formule dOarithnetique du premier ordre, cOesg-dire une
formule ne mettant en jeu quedesquantiPations sur lesentiers et pas les ensemblegiOentierga
IOexeption eventuelement dOunguantibation existentielle initiale), ni, a fortiori lesensembles
dOensembledOentiers. . B
Quoique seduisante dans son principe, la proposition 2.24 ne sOespas rewlee, jusqu@’
present, dOuneefficacite pratique tres grande. N

3. Propriétés combinatoires du modele L

» On continue la description du modeéle L en commengant par celle
d'un bon ordre canonique déduit de la filtration par les ensembles L, et
son application a I'existence d'ensembles simples non Lebesgue mesurables,
puis en mentionnant les principes combinatoires <) et (1. On conclut en
discutant brievement |'opportunité d'ajouter I'axiome V=L aux axiomes
de base de la théorie des ensembles. <

> Ce qui precedenOestjuOunéntr oduction tr essuperbcielle aux proprietesdu modele L, lesqueles
sont tres riches. LOigke generale est que, a la difference des axiomes de ZF, qui ne spacibent
gue tres incompletement les ensembles,et en particulier ne decrivent pas les parties dOunen-
semblemais se bornent a affirmer |0existerede certaines dOent elles (axiomes de separation)

et le fait que, collectivement, elles forment un ensemble(axiome des parties), |I0axiomeaddi-
tionnel V =L specibe a peu prés completement les ensembles dans le modele L, les seules
parties dOurensemblesont celles qui sont inevitablesen vertu desaxiomesde separation, et on
obtient ainsi une description du monde des ensemblesqui est sinon complete (les theoremes
dOinompletude IOintedisent), du moins empiriquement complete au sensinformel ou la plupart

des enonas combinatoires mettant en jeu les ensemblespeuventy étre decides, dans un sens
ou dans IOaute. On indique ici, en general sans demonstration, quelquesresultats dans cette
direction. <

3.1. Le bon ordre canonique de L.

» On déduit d'une énumération uniforme des ensembles Pger(a) un
bon ordre dit canonique sur L . |

> Les ensemblesconstructibles ont ete debPnis comme une suite dOensemblemdexee par les
ordinaux, et, a ce titr e, ils sont automatiquement munis dOunbon ordre, ainsi quOorOanote
pour montrer que L satisfait IOaxiomedu choix. On intr oduit ici un autre bon ordre sur L qui
presente IOavantagaele se comporter mieux vis-a-vis de la Pltration par les ensemblesL,, a
savoir de garantir quelL g est extension Pnalede L, pour 5 > a. <

LEMME 3.1. Il existe une operation E de complexite " ¥ telle que, si R est
un bon ordre sur un ensenble a, alors E(R) est un bon ordre sur IOensebie
Clotcedel(@ U {@}) qui estune extensionbnalede R.

DEMONSTRATION. Posons @ := Clotgsae(@U{a}). Suivant la démonstration du lemme 1.6,
onaa =, ,G"@u{a}), ot G est 'opération Cajouter le résultat d'une application
des opérations I3, ..., [ E. On commence par définir deux opérations Eg, E; faisant passer
respectivement d’un bon ordre sur @ & un bon ordre sur aU {a}, et d’'un bon ordre sur a & un
bon ordre sur G (a).

Pour Eg, la seule possibilité pour obtenir une extension finale est, pour une relation ini-
tiale R sur a, d’ajouter a apres tous les éléments de @, c’est-a-dire de définir XEo(R)y par
(X, ¥) € Rv (x € Dom(R) Ay = Dom(R)). On note que cette définition est Ay.
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Pour E 1, supposant a nouveau que R est un bon ordre sur a, il s’agit d’ordonner les éléments
de G(a). Par construction, chacun de ceux-ci qui n’est pas dans a est de la forme T;(y, z) ou
Ij(y) avec y,z dans a: cette écriture n’a aucune raison d’étre unique, et il faut donc fixer un
ordre d’énumération. Pour X dans G (a), on note i(x) le plus petit indice tel que X soit de la
forme Tj(...), et c1(X) le R-plus petit élément de a tel que X soit [y, (y) (cas i(x) > 4) ou
soit I§(;)(Y,Z) pour au moins un élément z de a (cas i(x) < 3), et enfin C(x) le R-plus petit
élément z de a tel que X soit T, (C1(C),2) (cas i(x) < 3). On ordonne alors G (@) en déclarant
(xx, x") € E1(R) si ou bien X, X’ sont dans @ et on a (X, X’) €R, ou bien X est dans a et X’ n’y
est pas, ou bien ni X ni X’ ne sont dans a et le triplet (i(x),c;(X),C2(X)) est avant le triplet
(i(x"),c1(x’), ca(x’)) dans lordre lexicographique, c’est-a-dire qu’on a ou bien i(X) < i(xx'), ou
bien i(x) =i(X’) et ¢1(X) < ¢1(X’), ou bien i(x) =i(X’) < 3 et c1(X) = c1(X’) et Ca(X) < Ca(X).
Il doit étre clair que E1(R) est un bon ordre sur G (@) extension finale de R. De plus, on note
que E1 est une opération Ag.

Soit alors E opération consistant & appliquer une fois Eq puis w fois E;. Alors E fait alors
passer d’un bon ordre initial sur a & un bon ordre sur Clotgsder(@ U {a}), extension finale du
premier. De plus, puisque Eq et E; sont Ag, I'opération E est certainement A" en vertu du
lemme 1.19. O

DEFINITION 3.2. (bon ordre canonique) Pour tout ordinal «, on définit une
relation <, par les conditions récursives suivantes: <q est vide, < = |, <x <x
pour A limite, et <,+1 = E(<,). On définit le bon ordre canoniquede L comme
étant la réunion <y, de toutes les relations <.

Le vocabulaire précédent est cohérent en vertu du résultat suivant :

ProposITION 3.3. (bon ordre canonique) (i) Pour tout «, la relation <, est
un bon ordre sur L, et, pour a < 3, le bon ordre < 5 estextensionbnaledu bon
ordre <. La relation x =<, estde complexite " %F.

(i) La relation <y, est un bon ordre sur la classeL, et elle est de com-
plexite #4F.

DEMONSTRATION. (i) Que <, soit un bon ordre sur L, résulte d’'une induction immédiate
vue la construction récursive des ensembles L. Que X =<, ait une définition A%F résulte du
lemme 1.19 puisque 'opération E utilisée dans la récursion aux étapes successeurs est elle-méme
de complexité A%F, de méme que I'opération |J utilisée aux étapes limites.

(ii ) Que l'union des <, soit un ordre résulte du fait que les ordres <, sont deux a deux
compatibles. Si X,y sont deux ensembles constructibles, il existe un ordinal « tel que X et y
sont dans L, et ils sont donc comparables pour <, ce qui garantit que < est total et, de la,
bon. Enfin, X <| Y est défini par Ja(X <, Y), et, & ce titre, est de complexité (au plus) F
puisque X <4 Y est de complexité AZF. O

3.2. Mesurabilité des ensembles projectifs.

» Puisque le modele L satisfait I'axiome du choix, il satisfait aussi
la propriété qu'il existe des ensembles de réels non mesurables pour la
mesure de Lebesgue. On montre ici que, dans L, il existe des ensem-
bles de réels non mesurables qui sont de surcroit simples au sens de la
hiérarchie projective de Luzin. <

> On sait quetout sous-ensembldorelien de R ou, plus generalement, R™ est universellement
mesumble, donc, en particulier, est mesumble pour la mesure de Lekesgue.ll en est de méme
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de tout sous-ensemblele R” qui estla projection dOurensembleBorelien de R™ avec m > n N
ensembleglits analytiquesN et, dela, pour les complementairesde tels ensembledN ensembles
dits complementaires dOanalytiquesu CA. N

QUESTION 3.4. Tout sous-enseivle de R™ qui est projection dOuncomple-
mertaire dOanalytiquesst-il mesurablepour la mesurede Lebesgué&

PROPOSITION 3.5 (mesurabilité). Dans le modele L, la rempnse a la ques-
tion 3.4 est negative: il existe un sous-ensemblele R? qui est projection dOun
compkmentaire dOanalytiquet nOespas mesurble pour la mesue de Lelesgue.

DEMONSTRATION. Soit < la restriction & R du bon ordre canonique <, de L. Alors < est
un bon ordre sur les réels. Comme <| est défini par une formule X1, il est facile de montrer
que sa restriction a R est la projection d’un complémentaire d’analytique. Le théoréeme de
Fubini implique alors que <, vu comme une partie de R?, ne peut étre mesurable. En effet,
Ihypothése du continu étant satisfaite dans L, I’ensemble bien ordonné (R, <) est isomorphe
& (w1,<). Donc, pour tout réel a, 'ensemble des b vérifiant X < a est dénombrable, donc de
mesure 0, tandis que ’ensemble des X vérifiant a < X est de complémentaire dénombrable, donc
de mesure 1. Si < était mesurable, on aurait

1 1 1
i (e y)ay = [ (] 1taydody = [ ody—o
[0,1]%[0,1] o Jo 0
1 1 1
:/ (/ 1.(X, y)dy)dx:/ ldy = 1.
0 0 0

L’hypothese que < est mesurable est donc contradictoire. O

3.3. Principes combinatoires <, et [,..

» On énonce les principes {,. et [J., qui permettent de décrire treés
précisément la combinatoire des cardinaux dans le modele L. <

> La construction du modele interieur (L, €) comme cléture des ordinaux par les operations
de Gedel et les phenomenes dOabsolu& qui en resultent donnent & ce modele des proprietes
combinatoires paradoxales.Le principe ¢ estun enona combinatoire simple qui est a I0origine
dOurbon nombre de telles proprietes. N

DEFINITION 3.6. (principe {») On appelle { Iassertion suivante: il existe une
suite d’ensembles (S, )a<,, Vérifiant S, C « pour tout « et telle que

(3.1)  pour tout A C wq, l'ensemble {a < wy; ANa =S,} est stationnaire.

Ce résultat suggere qu’il existe tres peu de sous-ensembles de w; puisqu’il
a%rme l'existence d’une suite uniforme (S,)a<., telle que tout sous-ensemble
de wy, lorsqu’on le coupe au niveau «, coincide avec S, pour une infinité de a.
En particulier :

LEMME 3.7. Le principe < ertradneHC.

DEMONSTRATION. Soit A une partie de w. Supposons que (S, )a<w, témoigne de ce que
& est vrai. Soit S = {a < w;; ANa = S,}. Par hypothese, S est stationnaire. Comme
Pensemble {a < w;; o > w} est clos cofinal, I'intersection de S avec {a < wy; @ > w} est
stationnaire, donc non vide. Il existe donc o > w tel qu’on ait A = ANa = S,. Comme il existe
wy ensembles S, il existe au plus w; parties dans w, donc HC est satisfaite. O
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ProposITION 3.8. (principe ) Le principe < est satisfait dansle modele L.

ESQUISSE DE DEMONSTRATION. On utilise le bon ordre canonique < de L pour construire
récursivement une double suite (Sy, Co)a<w, 01 S, est un ensemble attestant que <> est satisfait,
et ou C, est un sous-ensemble clos cofinal de « tel que C, est disjoint de {8 < a; S, N
B = Sg}, s'il en existe. Le bon ordre de L permet de choisir le couple (S,,C,) comme le
premier satisfaisant la propriété, et un phénomene d’absoluité permet alors de montrer qu’il
ne peut exister de partie A de w; contredisant le fait que la suite (Sy)a<w, témoigne de la
propriété <. O

> Parmi les nombreusesconsequenesdu principe <> Pgure la negation de IOhypthesede Souslin,
a savoir I0existere dOunensembletotalement ordonne, dense, sans plus petit ni plus grand
element, tel quetoute famille dOintervaes deuxa deuxd|510|nts est denombiable, et neanmoins
non isomorphea (R, <). Par consequent,dans le modele L, IOhypthesede Souslin est fausse.
Pour terminer, on mentionne une extensionde <> de N1 a tout cardinal non denombiable,
et un autre principe combinatoire, [J,,. <

DEFINITION 3.9. (principes et O,) (i) Pour  cardinal régulier non dénom-
brable, on appelle {, 1'assertion: il existe une suite d’ensembles (S, )a< vérifiant
S. € a pour tout « et telle que

(3.2) pour tout A C &, l'ensemble {a < k; ANa =S,} est stationnaire.

(ii ) Pour x cardinal non dénombrable, on appelle [, I'assertion : il existe une
suite d’ensembles (C, )y limite <<+ telle que

¥ C, est un clos cofinal de «,

¥ si [ est point limite de C,, alors on a Cg = C, N 3,

¥ pour « vérifiant cf(«) < &, on a card(C,) < k.

ProrosiTION 3.10. ($, et O,) (i) Pour tout cardinal regulier x non denom-
brable, le principe <, est satisfait dansL.
(it ) Pour tout cardinal x non denombable, le principe [J,, estsatisfait dansL.

> La demonstration des principes combinatoires <, et, surtout, (], dansle modele L esttres
delicate, et necessitede developgr ce qui a ete appele la structure Pnede L. Tresgrossierement,
il sOagitpar lOinternediaire de codagessubtils, d@tendre aux formules ensemblistesquelonques
desresultats initialement demontres pour les seulesformules 3;. Les principes $,, et [, ap-
paraissent notamment comme directement respnsablesdu comportement de IOexonentlatlon
cardinale, et jouent un role technique important dans la suite de |@tude du modele L, et de
divers modeles construits sur le méme schema. N

3.4. L’axiome V=L est-il vrai?

» La propriété ¢ tout ensemble est constructible E est exprimable par
la formule ensembliste V=L. C'est un axiome qu’'on pourrait proposer
d'ajouter au systeme ZFC pour en lever certaines ambiguités. Comme
avec chaque nouvel axiome potentiel, la question se pose en termes
d’'opportunité et d'intuitions. Dans le cas présent, il n'existe aucun con-
sensus en faveur d'un tel axiome. |
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> Tout ensembleest-il constructible? La presentation faite ci-dessusdecrit les ensemblescons-
tructibles comme des ensemblesparticuliers, et suggre de ce fait |0existere dOensembleson
constructibles. DOunautre cote, on a montre que (L, €) estun modele de ZF : si le fait queles
ensemblessatisfont les axiomesde ZF est la seule propriete retenue comme averee, autrement
dit si (V, €) peut étre un modele quelonquede ZF, alors rien nOexclut priori I@galite V =L,
qui sOexprimepar la formule ensemblistex Ja (X € L4), €t qui peut apparabte comme un
candidat naturel pour completer IOaX|omat|sat|ondesensembles

Commeave: lesautresenonastels AC ou HC sur lesqueldQintuition esta priori incertaine,
deux questionsse posent pour I[QaxiomeV =L, a savoir celle de determiner si lui ou sa negation
est prouvable, et celle, distincte, de IOopprtumte de IOinclue dans les axiomes de base de la
theorie des ensembles. 5

Pour la questionde ce qui prouvable, ZF, sauf sOilest inconsistant, ne prouve certainement
pas —(V L) puisquecet axiome est veribpe dans le modele L. Pour ce qui est de savoir si ZF
prouveV =L, la repnse, negative, ne sera etablie qanu:hapltre suivant.

Pour Ia questlon de ce qui est opportun N une fois aaquis le point que ZF ne prouve ni ne
refute V=L N lesargumentsne peuvent que ref3eter une opinion provenant dOundamiliarit e
avec les differents sysmespossibles.DOunmot, si on cherche une approche predicative dans
laguele seuls des objets debnis apparaissent, |OoptionV =L pourrait étre raisonnable; si on
imagine plutét la classedes ensemblescomme un cadre universel ol le monde mathematique
sOinscriveun cadre general pour le calcul ensemblistea la fation dont un corps algebriquement
clos peut constituer un cadre general pour le calcul algebrique, alors, de mémequOikerit etrange
de reduire I@tude des corps a_celle des sous-©rps premiers, il apparadtait tres reducteur
dOadjoinde systmatiquementlOaxiomeV =L qui N on le verra au chapitre ?? N exclut de
nombreusespossibilites de developgment ulterieures. La position generalement adoptee a ce
jour est donc de considerer les ensemblesconstructibles et le modele L comme dOineressants
objetsd@tude, mais pas comme epuisant |Oinegralite de notre intuition de la notion dOensemble.

N

Exercices

EXERCICE 1. Montrer que, si T est une famille finie de formules de L o,,s prouvables a partir
de ZF, alors, sauf si ZF est contradictoire, il existe un axiome de ZF qui n’est pas prouvable a
partir de T. [Utiliser le schéma de réflexion.]

EXERCICE 2. (i) Montrer que les opérations ¥4F sont closes par composition. (ii ) Montrer
que, si F est une opération $4F, alors Dom(F) est une classe 34F et que si, de plus, Dom(F)
est une classe A4F, alors F est une opération A%F.



